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Prologo

Este libro ofrece una exposicién elemental de la Teoria de las
Probabilidades y la Teoria de Funciones Aleatorias en el volumen
necesario para asimilar los fundamentos de la moderna Teoria de
Procesos de Mando, Radiotécnica Tedrica y Técnica de Calculo:
El presente libro se basa en las conferencias repetidamente leidas por
el autor durante los Gltimos diez anos.

151 primer capitulo se dedica a la exposicién de los conceptos
fundamentales de la Teoria de las Probabilidades y la dedueccién de
tas férmulas para caleular las probabilidades de acontecimientos
compuestos segiin log datos para las probabilidades de acontecimien-
tos mas simples.

En el segundo capitulo se trata de las mugnitudes aleatorias
escalares y sus caracteristicas prineipales: funciones de disiribucidn,
densidades de probabilidad, momentos, en particular, esperanzas
mateméticas y dispersiones, funciones caracteristicas; se examinan
diferentes tipos de leyes de distribucién que se evcuentran en los
problemas pricticos; se unaliza especialmente la ley normal de distri-
buicidn.

Ewu el tercer capitulo se estudian las magnitudes aleatorias vecto-
riales y sus caracteristicas principales. Se introducen las nociones
acercu de las funciones condicionales de distribucién y la densidad
de probabilidad, acerca de la esperanza matematica y la matriz co-
rrelativa de un vector aleatorio. Se dan las definiciones de las magni-
tudes aleatorias dependientes e independientes, correlacionadas y no
corrolacionadas. Se examinan las propiedades fundamentales de
los momentos de primer y segundo orden. En particular, se deducen
las formulas que determinan las esperanzas matemditicas, dispersio-
nes y momentos de correlacion de las funciones lineales de las magni-
tudes aleatorias por los datos de las esperanzas matemdticas, disper-
siones y momentos de correlacién de las magnitudes-argumentos.
Se examinan las leyes normales de distribucién, bidimensional y
polidimensional, y sus propiedades fundamentales,
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En el cuarto capitulo se exponen los coneeplos principales de
Ia Teoria de Funciones Aleatorias. Se dan las definiciones de la fun-
cion aleatoria y sus caracteristicas fundamentales: las leyes de distri-
bucion de diferentes érdenes, de la esperanza matemética y 1a fun-
cién correlativa. Se da la definicién de la funcién de correlacion
mutua de dos funciones aleatorias. Se estudian las propiedades prin-
cipales de las funciones correlativas y de correlacién mutua. Se
examinan las operaciones lineales fundamentales de la Algebra
y del Andlisis sobre las funciones aleatorias: adicion, derivacidén
e integracién. Como un caso particular se analizan las secuencias
aleatorias, sus esperanzas matematicas y funciones correlativas.
Se dan las definiciones de la cadena markoviana y el proceso aleato-
rio markoviane,

Iin el quinto capitulo se exponen los fundamenios de la Teoria
de Funciones Aleatorias Hstacionarias. Se presta especial atencién
a las representaciones espectrales de las magnitudes aleatorias
cstacionarias, Se introducen las nociones de densidad espectral v den-
sidad espectral reciproca, Se da la definicién del ruido blanco y se
estudian sus propiedades fundamentales. Se examinan las propieda-
des ergddicas de las funciones aleatorias estacionarias. Se exponen
los elementos de la Teoria de Secuencias Aleatorias Estacionarias.

El sexto capitulo trata de los fundamentos de la Teoria de Repre-
sentaciones Canénicas de Funciones Aleatorias. Se analizan las
descomposiciones canénicas y las representaciones candnicas inte-
grales.

En el séptimo capitulo se dan las definiciones de la entropia de
una magnitud aleatoria y la cantidad de informaci6n que se contiene
en una magnitud aleatoria sobre otra magnitud aleatoria. Se exa-
minau las propiedades principales de la entropia y la cantidad de
informacién, Se demuestra la propiedad extremal de la distribucién
normal.

En el iltimo, octavo capitulo se exponen los procedimientos
més simples para determinar las probabilidades de acontecimien-
tos y las caracteristicas probabilistag fundamentales de magnitudes
aleatorias y funciones aleatorias segfin los datos experimentales.
En particular se examinan las cuestiones acerca de la determinacion
de la cstimaeidn estadistica de esperanzas matematicas, funciones
correlalivas y densidades espectrales de las funciones aleatorias
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estacionarias ergédicas. Se expone también el método de determina-
cién de las esperanzas mateméticas y funciones correlativas, basado
sobre la diferenciacién de sus realizaciones obtenidas experimental-
mente.

El libro esta destinado a los estudiantes de los centros de ensefian-
za téenica superior, los postgraduados e ingenieros que deseen conocer
la Teoria de las Probabilidades en el volumen necesario para el
estudio de los fundamentos de la Teoria de Procesos de Mando, los
principios tedricos de la Radiotécnica, la Teoria de precision de los
dispositives de medicién y de céleulo, la Teoria de Informacidn y la
Teoria de Comunicacion.

Para alcanzar la finalidad prefijada, el autor trataba de incluir
en el libro solamente lo requerido para comprender los fundamentos
de las materias arriba mencionadas, evitando todo lo superfluo, es
decir, lo gue no halla uso directo en estas asignaturas. Esto explica
también la ausencia en el libro de una parte tan amplia e importante
de la Teoria de las Probabilidades como la ley de grandes nimeros
v los teoremas limite. Solamente sobre ejemplos elementales se demues-
tran dos Leoremas principales simples, referentes a la ley de grandes
mimeros y se revela el sentido de esta ley y su importancia para
las aplicaciones pricticas de la Teoria de las Probabilidades.

El libro conticne gran cantidad de ejemplos que ilustran el uso
prictico de los métodos de la Teoria de las Probabilidades. Muchos
de estos ejemplos se toman directamente de aquellos campos de la
técnica para cuyo estudio el libro prepara al lector. Tales ejemplos
dan al lector los conocimientos necesarios para el estudio posterior
de las aplicaciones lécnicas especiales de los métodos estadislicos
Los lectores que descen conocer la Teoria de lag Probabilidades en
menor volumen pueden omitir algunos capitulos y péarrafos.

Asl, por ejemplo, los lectores que deseen estudiar sélo los concep-
tos prineipales de la Teoria de las Probabilidades y de la Estadis-
tica MatemAatica pucden limitarse a leer los primeros tres capitu-
los v los primeros dos parrafos del octavo capitulo. En este caso
se pneden omitic los §§ 2.4, 3.5 y 3.11.

Los que desecn estudiar solamente los conceptos fundamentales
de la Teoria de las Probabilidades y tener una idea de las funciones
aleatorias pueden afadir a los capitules y parrafos citados los pri-
meros cuatro parrafos del cuarto capitulo.
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Los lectores que deseen estudiar los conceplos principales de la
Teoria e las Probabilidades y de la Teoria de Funciones Aleatorias
Estacionarias pueden limitarse a leer los primeros tres capitulos
(con exclusién eventual de los §§ 2.4, 3.5 y 3.11), los primeros cuatro
pirrafos del cuarto capitulo, el capitulo quinto y los primeros ires
parrafos del octavo capilulo.

Finalmente, los que deseen estudiar los mélodos expueslos en
este libro, salvo la Teoria de representaciones candmnicas de las fun-
ciones aleatorias, pueden omitir el sexto capitulo sin que se dificulte
la comprensidn de log dog Gllimos capitulos. Sin embargo, el aulor
uo recomienda hacerlo, puesto que actualmente sélo el método de
representaciones candnicas de las funciones alcatorias ofrece la
posibilidad do enfocar desde un punio de vista 1nico el estndio de
Ia moderna Teoria Estadistica de los sistemas automaticos éplimos.

El libro puede servir de base para un ¢urso semeslral de la Teoria
de las Probabilidades, que comprende 60—70 horas de conferencias,
en los centros de ensefianza técnica superior de especialidades co-
rrespondientes.

Al autor le gustaria expresar un profundo reconocimiento a
I. N. Sinizin por su ayuda y cortesia inapreciables en la preparacion
de este libro. El autor agradece también a E. S. Ventzel, L. A, Ov-
charov y E. S. Kochetkov que han leido atentamente el original
y con sus observaciones criticas y discusiones han contribuido
a mejorarlo esencialmente. -
V. S. Pugacher



CAPITULO 1

Probabilidad de un acontecimiento

§ 1.1. Objeto de Ia Teoria de las Probabilidades.
Significado de los métodos estadisticos

Cada fenémeno del mundo que nog rodea se halla enlazado, més
o meuos estrechamente, con un conjunto infinito de otros hechos,
Toda ciencia estudia solamente cierto nfimero finito de vineulos,
De tal modo se establecen las regularidades fundamentales de los fend-
menos estudiados que reflejan las conexiones internas principales
inherentes a estos Gitimos. En principio, es imposible llegar a cone-
cer Loda la diversidad infinita de relaciones existentes en cualquier
fendmeno dade.

LEn cada etapa del conocimiento humano siempre gueda sin estu-
diar una multitud infinita de vinculos propios a un cierto fendmeno.
En consecuencia, cada regularidad puede reflejar solamente un
niimero finito de relaciones fundamentales, debido a lo cual las
leyes se cumplen sin precision, con ciertas desviaciones. Las desvi-
aciones de lo rtegular originadas por una infinidad de vinculos
no previstos en el fenémeno dadoe, se llaman fendmenos aleatorios.
De este modo, la casualidad existe objetivamente en el mundo
que nos rodea, porgque en principio no es posible revelar fodos los
nexos accidentales entre el fendmeno estudiado y la multiplicidad
infinita de otres sucesos.

A medida que va desarrollindose la ciencia, llegan a ser cono-
cidas nuevas leyes, o sea, las conexiones que tiene el fenémeno
estudiado con distintos factores. Por eso, las fronteras entre lo regu-~
lar y lo casual no permanecen inalterables sino que cambion a medida
quo crece el conocimiento humano. Lo que en un periodo del desa-
rrollo de la ciencia es accidental puede hacerse regular en otro periodo.
Y al contrario, en los fendmenos considerados como estriclamente
regulares en una etapa del desarrollo de la ciencia, a consecuencia de
los perfeccionamientos en la técnica del experimento y las exipen-
cias més rigurosas en lo que se refiere a la precisién durante el exa-
men de las dependencias, se descubren desviaciones accidentales de
las leyes y surge la necesidad de Lenerlas en cuenta.

Si el fendmeno dado se observa una sola vez, no se puede prede-
cir de anternano cudl serd justamente la desviacion accidental de
lo regular. Asi, por ejemplo, al efectuar cualquier medici6n, es impo-
sible prever cu.ll serd el error de la misma. Sin embargo, si el nimero
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de observaciones del fenémeno dado se hace grande, en las mismas
degviaciones accidentales se descubren ciertas regularidades gue
pueden ser estudiadas y utilizadas para determinar la influencia
de las desviaciones mencionadas sobre el curso de los fendmenos
por estudiar. Asi pues, aparece la posibilidad de investigar fendme-
nos aleatorios frecuentes, es decir, tales fendmenos aleatorios que
practicamente pueden ser observados un niimero ilimitado de veces en
las mismas condiciones. La Teoria de las Probabilidades es precisa-
menle la ciencia que estudia las regularidades en los fenémenos
aleatorios frecuentes.

La historia del desarrolle de la ciencia pone en relieve que muchas
ramas de la ciencia en cierta etapa de su desarrollo se ven ohligadas
a tener en consideracién las desviaciones aleatorias con respecto
a lo regular e investigar la influencia de las mismas sobre el curso
de los procesos que se estudian.

En la etapa inicial, cada ciencia aplicada estudia solamente
las regularidades fundamentales de los fendmenos examinados.
Con ello, a causa de la imperfeccién y baja precisién do los
instrumentos de medida, asi como por reducidas exigencias a la
precisién de las dependencias obtenidas, no se revelan fendémenos
aleatorios ni aparece la necesidad de tenerlos en cuenta. Pero,
a madida que se desarrolla cualquier rama de la ciencia siempre
surge, ¢n cierta etapa, la necesidad de tener en consideracidn las
idesviaciones accidentales y su influencia sobre el curso de los
fendémenos por estudiar. A causa de eso, toda rama aplicada de la
ciencia tiene que acudir a la Teoria de las Probabilidades y cada
dia se amplian més log campos de aplicacion de luvs métodos pro-
babilistices o como se les suele llamar estadisticos. Asi, por ejemplo,
antes en la Hidrodinimica v la Aerodindmica se estudiaban sola-
mente las regularidades fundamentales, mas en la tercera década
de nuestro siglo, al descubrir que los fenémenos de turbulencia
podian ser estudiados con éxito valiéndosd de los métodos estadisti-
cos, aparecid la teoria estadistica de turbulencia.

Antes, la teoria de regulacién automdtica y radiotéenica estu-
diaban solameute las regularidades principales que se empleaban
en la prictica de proyeccién de las unidades industriales corres-
pondientes. Sin embargo, durante los Gltimos dos decenios los
métodos estadisticos se usan ampliamente en la teoria de regula-
cion automética y en la radiotécnica. Se puede decir que toda la
teoria moderna de recepcién de las seiiales de radio es una teorfa
estadistica; en el campo de la automatizacién los métodos estadfs-
ticos han llegado a ser uno de los principales instrumentos de
investigacion sin los euales muchos problemas de la teoria moderna
de regulacién automética y de la teoria de direceion (Cibernética),
no pueden ser resueltos.



§ 1.2. Fundamentos experimentales 13

§ 1.2, Fundamentos experimentales de la Teoria
de las Probabilidades

Cada ciencia se basa sobre algunog hechos experimentales que
sirven para formar los conceptos fundamentales de la misma. Estos
hechos y couceptos se utilizan para desarrollar la teoria cientifica
¥ para obtener determinadas conclusiones pricticas. Y por fin, las
conclusiones de la ciencia se comprueban por la practica. La coinei-
dencia de las conclusiones cientificas con los resultados practicos es
el criterio de validez de una teoria cientifica,

Examinemos cémo se pueden estudiar experimentalmente los
fen6menos aleatorios y caracterizar los resultados de este estudio.
Para ello daremos la definicidn de algunas nociones iniciales.

Se llama exzperimento {prueba) a cada realizacion de condiciones
y acciones determinadas en las cuales se observa el fendémeno alea-
torio quo se estudia. Pueden servir de ejemplos, la medicién de
cierta magnitud o el tiro contra un objctivo determinado, el regis-
tro de la sedal de salida de un sistema antomético durante cierto
lapso de tiempo, la eleccion al azar de algin objolo que se halla en
un conjunto de objetos semejantes.

El resultado del experimento puede ser caracterizado cualitativa
y cuantitativamente. Cualquier caracteristica cualitativa del resul-
tado del experimento se llama acontecimienio (suceso). I'or ejemplo,
el hecho de gque al medir cierta magnitud el resultado de la medicién
sea igual al nimero dado o menor que éste, es un acontecimiento.
También son acontecimientos, el impacto o el fallo al producir un
disparo.

Tl acontecimiento se denomina cierto, si éste se produce obliga-
toriamente como resultado del experimento en cueslion. Se llama
imposible al acontecimiento gque mo puede suceder como resultado
del experimento dado. Se denomina aleatoric al acontecimiento que,
como tesultado del experimonto dado, puede ocurrir o no.

Cualguier caracteristica cnantitativa del experimeuto se llama
magnitud aleatoria. De ejemplos pueden servir el resultado de la
mediciéon de cierta magnitud y las coordenadas de los puntos de
impacto al producir un disparo. También son magnitudes aleatorias
lag ordepadas de la curva que se obtiene al registrar una variable
por ejemplo, la sefial de salida de un sistema automditico.

Examinemos la sucesidn de r experimentos iguales. Supongamos
que, como resultado de cada experimento, se registra la llegada o no
Uegada de un acontecimiento 4. En esta sucesién, una caracteris-
tica natural del acontecimiento A es la frecuencia de su produceidn,
es decir, la relacidn enire el niimero de veces que este acontecimiento
se produce y el nimero de todos los experimentos realizados. Desi-
gnando la frecuencia del acontecimiento 4 por P * (4), se puede
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eseribir
n
P*(A) ==, (1.2.4)
donde m es el nimero de veces que se produce el acontecimionto 4
al realizar n experimentos.

Estudiemos las propiedades fundamentales de las frecuencias
de los acontecimientos. Ante todo, estd claro que la frecuencia de
cualquier acontecimiento representa una fraccion propia o es ignal
a cero o a la unidad:

< PH(A)<< 1. 1.2.2)

Llamaremos incompatibles, en el experimento dado, a dos acon-
tecimiento 4 y B, si en este experimento la produccién de uno de
ellos excluye la aparicién del otro. De ejemplo puede servir el impacto
o el fallo al producirse un solo tiro. Es necesario seiialar que la nocién
de compatibilidad o incompatibilidad de acontecimientos sicmpre
esta relacionada con qué experimento precisamente se tiene en cuenta.
Los mismos acontecimientos 4 y B pueden resultar incompatibles
en un experimento y compatibles en otro. Asf, por ejemplo, el impac-
to y el fallo son acontecimientos incompatibles, si el experimento
consiste en produeir un solo tiro y son compatibles si la prueba prevé
varios Liros.

Ahora bien, supongamos gue los acontecimientos A y B son
incompatibles en el experimento dado y que éste se repite n veces.
Supongamos que para nosoiros no tiene ninguna importancia, cual
serd el acontecimiento que llegard: 4 6 B. Con otras palabras, nos
interesa un acontecimiento compuesto que consiste en gue ocurra
el acuntecimiento 4 o el acontecimiento B, indiferentemente de
cuél de ellos precisamente. Supongamos que en calidad de experi-
mento compramos un billete de loteria con el fin de ganar un coche
o una moto. Sea el acontecimiento A la ganancia de un coche y el acon-
tecimiento B, la ganancia de una moto. En este caso nos interesa un
acontecimiento compuesto gue consiste en gque ganaremos un medio
de transporte, indiferentemente de cudl de ellos: uji coche ¢ una moto.
Es evidente que, en este caso, los acontecimientos 4 y B son incom-
patibles, porque un billete puede ganar un solo premio.

Supongamos que como resultado de n experimentos se produje
m:veces el acontecimiento 4 y I veces el acontecimiento B. Por con-
siguiente, el acontecimiento compuesto ¢4 & B» ge produjo m + 1
veces y su frecuencia es igual a

P*(40B)=2EL, (1.2.3)

Mas en el caso en cuestién, las frecuencias de los acontecimientos
4 y B equivalen respectivamente a m/ny l/n. Por lo tanto, la igual-
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dad (1.2.3) se puede escribir asi:
P* (4 o B) = P* (4) + P* (B). (1.2.4)

Esta férmula expresa el teorema de adicién de frecuencias que dice:
1a frecuencia del surgimiento de uno de dos acontecimientos incompa-
tibles, no importa precisamente de cuél se trata, es igual a la suma
de las frecuencias de estos acontecimientos.

Un acontecimiento compuesto que representa la produccién por lo
menos de uno de varios acontecimientos 4y, 4, . . ., 4,, sellama suma

Fig. 1.2.4. Fig. 1.2.2.

o unridn de estos acontecimientos. En las figs. 1.2.1 y 1.2.2 se muestra
la suma de dos acontecimientos como el camnpo contorneado por
una linea gruesa. La fig. 1.2.1 corresponde al caso cuando los aconte-
cimientos A y B son compatibles y la fig. 1.2.2, al caso cnando 4
y B son incompatibles.

Segiin la definicién de la suma de acontecimientos, el aconleei-
miento ¢4 o B» se puede escricir también en la forma A -+ B y la
ignaldad (1.2.4) que oxpresa el teorema de adicién de frecuencias,
se puede escribir asi:

P* (A4 B) = P* (4) + P* (B). (1.2.5)

Il teorema de adicién de frecuencias es vélido para cualquier
nimero de acontecimientos incompatibles., Los acontecimientos
Ay, ... A, se llaman incompatibles si ningln par de ellos pueden
producirse juntos. Si los acontecimientos 4, . . ., 4, son incompa-
tibles, entonces:

P"(i‘-i A)= S P*(A). (1.2.6)
i- i1

Es ficil demostrar esta formula directamente, ignal que para
el caso de dos acontecimientos incompatibles, o bien aplicando el
método de induccién matemética.

La férmula (1.2.6) expresa el teorema general de adicién de
frecuencias: Ta frecuencia de produccién de uno de los acontecimien-
tos incompatibles, no importa precisamente de cual se trata, es
igual a la suma de las frecnencias de estos sucesos,
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IEn algunos casos, surge la necesidad de examinar varios acou-
tecimienlos en correlacién, por ejemplo, cuando hay que determinar,
¢omo influye la aparicién o no aparicidn de un aconlecimicnto sobre
la frecuencia del surgimiento de otro. In este case, ademas de la
frecuencia del scontecimiento A, para toda la serie de experimentos
realizados, se caleula también la frecuencia del acontecimiente 4
teniendo en cuenta sélo aguellas pruebas que han llevado a la pro-
duccién de otro aconiecimicnto B que nos interesa. Con otras pala-
bras, antes de determinar la frecuencin del acontecimionto A se
seleccionan sélo aquellos experimentos en los que ha sucedide cl
acontecimiento B sin tomar en consideracion los demds. La frecuen-
cin del acontecimiento A calenlada sélo para aquellas pruchas en las
que se ha producido el acontecimiento B se llama frecuencia condicio-
nal del acontecimicnto A con respecto al acontecimiento B y se
designa por P* (4 | B). Si al efectuar n experimentos el aconteci-
miento B ha sucedido I veces y el acontecimiento 4 ha sucedido junio
con el acontecimiento B % veces, entonces la freeuencia condicional
del acontecimiento A con respecto a B es igual a

PH(A|B)=*. (1.2.7)

Puesto que las fracciones I/n ¥ k/n representan respectivamente la

frecuencia del acontecimiento B y la de la produccion conjunta de

los acontecimientos 4 y B, la {ormula (1.2.7) puede ser escrita asi:

P4 y B)

114 (A|B)=W. (1.2.8)

De modo andloge se determina la frecuencia condicional del

acontecimiento B con respecte a A, como la frecuencia del aconte-

cimiento B caleulada teniendo en cuenta sdélo aquellas pruebas en
las que se ha producido el acontecimiento A:

p* {B|A)=P%£f—(ﬁ—)ﬂ. (1.2.9)

Las formulas {1.2.8) y (1.2.9), que se pueden escribir en la forma
P*{(A y B)=P*(A)P*(B |4) =
= P* (B) P* (A | B), (1.2 10)

expresan el teorema de multiplicacién de frecuencias que dice: la
frecuencia de la produccién conjunta de dos acontecimientos es
igual a la frecuencia de uno de ellos multiplicada por la frecuencia
condicional del otro con respecto al primero.

El acontecimiento que representa la llegada a la vez de varios
acontecimientos suele llamarse producto o interseccién de estos ulti-
mos. En la fig. 1.2.3 el producto de los acontecimientos 4 y B
se muestra como la parte comUn (sombreada) dc los campos corres-
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pondientes. Valiéndose de la definicién del producto de aconteci-
mientos, el acontecimiento «4 y B» se puede presentar como el
producto AB. Entonces el teorema de multiplicacidon de frecuencias,
expresada por la formula (1.2.10), se escribird en la forma

P* (AB) = P* (4) P* (B | 4) = P* (B) P* (A | B).
(1.2.11)

Comparando la frecuencia condicional del acontecimiento 4 res-
pecto al B con la del acontecimiento A tomada en toda la serie de
experimentos efectuados (llamada corrientemente
incondicional), se puede estimar la correlacion
de los acontecimientos 4 y B. Si al realizar un
gran nimero de pruebas la frecuencia condicional
del acontecimiento A respecto al B es aproxima-
damente ignal a la incondicional del aconteci-
miento A, esto quiere decir que el nimero total
de veces que sucede el acontecimiento A se divide ) .
mis o menos proporcionalmente enlre aquellos Fig. 1.2.3
experimentos en los que el acontecimiento B se
ha prodncido v aquellos en los gue éste no se ha producido. Esto
pnede servir como indicio de que el acontecimiento A no depende
del B. Si la frecuencia condicional del acontecimiento 4 respeclo al
B se diferencia considerablernente de la frecuencia incondicional
del acontechiniento A, esto puede servir de indicio de qoe hay
cierfa relacion enlre los acontecimientos 4 y B.

Aplicando el método de induccién matematica, se puede exlen-
der el teorema de multiplicacién de frecuencias para un ndmero
arbitravio de acontecimientos. Como resultado se obticne que

P*(AiAs ... Ag)=
= P*(A)) P*(A,| A ... P* (A | Ay .. Anoy)  (1.2.12)

con ello, el orden de pumeracién de los acontecimientos no tiene
importancia y puede ser establecido arbitrarimmente.

Ahora bien, pasemos al problema del esludio experimental de
magnitudes aleatorias. De acuerdo con la definicion general dada,
se llama aleatoria toda magnitud que, como resultado de un experi-
mento, no toma mis gue un valor cualquiera, y como resnltado de
varios experimentos, puede tomar valores diferentes. Cada valor
gue puede ser tomado por la magnitud aleatoria, como consecuencia
del experimento, se llama su valor posible. Designaremos a las magni-
tudes aleatorias con letras mayusculas, principalmente con las 1lti-
mas letras del alfabeto latino, y a sus valores posibles, con las mints-
culas correspondientes. Por ejemplo, a las magnitudes alealorias lus
designaremos con las letras X, Y, Z y sus valores posibles, con las
letras x, y, z respectivamente. Con toda magnitud aleatoria X se
2-NORR

'Wﬂﬂﬁﬂllllnu
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puede enlazar el aconlecimiento 4 gue representa el cumplimiento
de la desigualdad X < z, donde z es el namero dado. Entonces, se
puede determinar la frecuencia del acontecimiento A para diferentes
valores de z. Como resultado obtendremos la funcion

F* (1) = P* (X < 2), {1.2.13)
lamada ordinariamente funcidn estadistice de distribucion de la

magnitud aleatoria X. Para estudiar las propiedades de la funcién
estadistica de distribucién, supongamos que, como resultade de
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Lo T or; o, Tz Far Lo x
Fig. 1.2.4

n experimentos, la magnitud aleatoria X ha tomado ciertos valores
que numeraremos en el orden de no decrc~imiento: zy, xp, ...,
(fig. 1.2.4). Es evidente que para todo valor de z en el intervalo
de z; << T << Tx4p, €l nimero de experimentos en los que ha sido
cumplida la desigualdad X <C z es igual a k. Por consiguienle,

PE@=f s n<ocnal=1, ....n—1).  (1.2.14)

Para todo valor de z << z,, el nlimero de experimentos en los que ha
sido cumplida la desigualdad X < z es igual a cero y para cualquier
valor de z > Z,. el nimero de experimentos en los que ha sido cum-
plida la desigualdad X <z es igual a n. Por lo tanto, la funcién
estadistica de distribucién de la magnitud aleatoria X representa
una funcign escalonada, igual a cero en todos los puntos del eje numé-
rico que se hallan a la izquierda de todos los puntos zy, ..., Z,
correspondientes a los valores que ha tomado la magnitud aleatoria
X como resultado de los experimentos efectuados; e igual a la unidad
en todos los puntos del éje numérico que se encuentran a 1a derecha
de todos los puntos zy, . .., %, (fig. 1.2.4). 8i el punto = pasa a
través de un punto cualquiera z,, . .., #, que no coincide con nin-
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gin otro de estos puntos, la funcién estadistica de distribucién se
inerementa de un salto en 1/n. Si I puntos cualesguiera de los x4, . ..

., z, coinciden, entonces, al pasar el punto z a través de este
punto «miltiplo de Z», la funcién estadistica de distribucién se
incrementa de un salto en I/n.

La funcién estadistica de distribucién es una caracteristica
completa de los resultados de la observacién de una magnitud alea-
toria en la serie dada de experimentos. Sin embargo, a veces es con=
veniente limitarse a una caracteristica més simple, aungque no sea
completa, de la magnitud aleatoria, valiéndose de varios mimeros.
En la serie dada de experimentos, la caracteristica numérica més
simple de la magnitud aleatoria X es su valor medio aritmético

R .
me=— > z. {1.2.15)

i=i

En caso de que I valores cualesquiera, de x,, . .., x,, tomados
por la magnitud aleatoria X como resultado de n experimentos,
coincidan, el coeliciente de este valor general de z; en la férmula
(1.2.15) es igual a la frecuencia de aparicién de este valor l/n. Asi,
por ejemplo, si z =...=a, =@, Tjp1=... =Ty =
=Gz « sy Bgghe oo ity 1=... =L e e ekl = Iy T a4y, la
férmula (1.2.45) toma la forma

mr=$ 1, (1.2.16)

Por lo tanto, el valor medio de una magnitud aleatoria, en la serie
dada de experimeantos, es igual a la sama de todes los valores toma-
dos por esta magnitud, multiplicades por las frecuencias de dichos
valores. Con otras palabras, el valor medio de una magnitud aleato-
ria no es mds que su valor medio pesado, con la particularidad de que
los pesos de los valores tomados por la magnitud aleatoria son iguales
a las frecuencias correspondientes,

Es facil comprender que el valor medio de una magnitud aleato-
ria se puede interpretar como el centro de gravedad de sus valores
obtenidos como resultado de los experimentos (si, claro esté, se consi-
dera que los valores tienen igual peso).

Para caracterizar la dispersién de los valores de la magnitud
aleatoria X en la serie dada de experimentos, se puede utilizar el
valor medio de alguna medida positiva de desviacién de la magni-
tud aleatoria con respecto a su valor medio. En calidad de medida
positiva de desviacion de una magnitud aleatoria con respecto a su
valor medio, lo mas comodo es hacer uso del cuadrado de la diferen-
cia entre el valor de la magnitud aleatoria y su valor medio. Enton-

o%
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ces, como caracteristica de la dispersién de los valores de la magni-
tud aleatoria X en la serie dada de experimentos, se obtendra la mag-
nitnd

L
Di=— 3 (z—zd)?, (1.2.47)
-1
generalmente lamada dispersion estadistica de la magnitud aleato-
ria X.

Es evidente que la dispersién estadistica tiene la misma dimen-
sion que el cuadrado de la magnitud aleatoria dada. Sin embargo,
en la practica, para caracterizar la dispersion, es mdis conveniente
valerse de una magnitud que tenga la misma dimensién que la mag-
nitud aleatoria en cuestién. Para obtener tal caracteristica, es sufi-
ciente extraer la raiz cuadrada de la dispersién estadistica. Por
congiguiente, como medida prictica de la dispersiéon de los valores
de la maguitud aleatoria X, en la serie dada de experimentos, puede
servir su desviacién estadistica cundrdtica media que no es mas que la
raiz cuadrada positiva de su dispersion estadistica:

ot=V Dl L3 (@ —ma2y (1.2.18)

Si algunos valores de z; tomados por la magnitud aleatoria X
coinciden, entonees coinciden también los sumandos correspondientes
en las formulas (1.2.17) y (1.2.18) v se les puede unir. De este modo,
la dispersitn esdadistica se expresard mediante los valores de a;, . - .

.., ay tomados por la magnitud aleatoria, y las frecuencias de los
mismos, por la férmula.

Rk
lr *
D= Zi?{a,-—mr]g (1.2,19)

Puesto que la magnitud 1/n representa el incremento de la fun-
¢ién estadistica de distribuci6n de la magnitud aleatoria en cada uno
de los puntos =z, . . ., ,, las férmulas (1.2.15) y (1.2.17) se puede
escribir en la forma

n
mi= 2 zAF* (zy), (1.2.20)
ja=i

ings

D= (1 —m2)? AF* (). (1.2.21)

i

Eiémplo 1.2.1. Hallar la funcién estadistica de distribucién, el wvalor
medio, la dispersién estadistica y la desviacién estadistica cuadritica media
de la magnitud aleatoria X segln los resultados de los 20 experimentos pro-
sentados en la tabla.
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 s | g |50 ] 49 | 59 4t | 56|67 43 .5.,9
i st o2 | 3| s |5 e | a7 | a8 | 19 | 20
2 7,7 | 4,0 | 42| 58|20 ]65|32]48]52{26 J

En el caso dade, la funcién estadistica de distribuéién se muestra on l'li
fig. 1.2.5. Sust.lt.\.\yondn los valores de z; por los de la tabla en las férmulas

)3

F

?‘ ____________________________ —

=

—+ |

11 |

A

|

S

4| l”l 1 |

457 di e

pl'n it |

g

! |

goni

Wt g |

e I

i o S AN QR L R IR
g ! 2 & A 5 7

Fig. 1.2.5.

(1.2.15) y (1.2.17), hallamos el valor medio y la dispersién estadistica de la
mngnilud aleatoria;
»_97.9 ., 36,8
my= -—20 = 4, 9 B:c —W == 1.,3
La desviacién estadistica cuadriticn media de la magnitud aleatoria,
en el caso dado es ignal a

or~ V1,814,

Come ha sido sefialado anteriormente, debido a los errores de
medida, el resultado de la medicién de cualquier valor siempre es
una magnitud aleatoria: Repitiendo varias veces la medicién obten-
dremos resultados diferentes. Basindose en lo expuesto, si falta un
error sistemadtico, la media arilmética de todos los resultados do medi-
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cion puede servir de medida del valor real de la magnitud que se
mide, ¥ la desviacién estadistica cuadratica media, asi como la dis-
persioén estadistica, puede servir como caracteristica de la precisién
de medicién. Cuanto menor sea la desviaeidn estadistica cuadratica
media, tanto mis estrechamente se agrupardn los resultados de las
mediciones en torno a su valor medio aritmético, y tanto més pre-
cisa serd la medicién. Asi pues, las caracteristicas numéricas exami-
pnadas de una magnitud aleatoria tienen un sentido préetico bien
determinado.

Al estudiar los fendmenos aleatorios, hay que caracterizar con
frecuencia el resultado del experimento no de una sola magnitud
aleatoria sino de varias o incluso de una infinidad de las mismas.
Por ejemplo, el movimiento del aire en un punto va caracterizado,
en un momento determinado de tiempo, por tres componentes del
vector de la velocidad del viento. Al registrar la sefial de salida de
un sistema automatico o la seiial de entrada en un receptor de radio,
se caracteriza el resultado de esta prueba por el conjunto de ordena-
das de la curva obtenida, que son precisamente magnitudes aleato-
rias. En tales casos, ademés de las caracteristicas examinadas, que se
pueden calcular por separado para cada una de las magnitudes alea-
torias que nos interesan, hay que introduecir clerta magnitud que
caracterice el grado de dependencia entre las magnitudes aleatorias.
En calidad de tal caracteristica del grado de dependencia entre las
magnitudes aleatorias X e Y, en la serie dada de n experimentos,
se puede tomar el momenio correlativo estedistico de las mismas

My=a 3 (i —m2) (e —m}). (1.2.22)

i=i

En esta féormula z;, y; son los valores que han tomado las magni-
tudes aleatorias X, ¥ como resultado del i-ésimo experimento (i =
=1, ..., n) y mi mj son los valores medios aritméticos de las
magnitudes X, Y:

n n
oA
m;n%z’x,, my=-— 3 u. (1.2.23)
=

i=1

Para comprender que el momento correlativo estadistico puede,
en un grado determinado, caracterizar la dependencia entre las
magnitudes aleatorias X, ¥, basta reparar en que si no existe nin-
guna relacién entre X y Y, en cada banda estrecha de la anchura de
Az, paralela al eje y (fig. 1.2.6), el centro-de gravedad de los puntos
dispuestos en esta banda se encuentra aproximadamente en la recta
¥ = m}, dondequiera que se halla elegida dicha banda, si el ntmero
de experimentos n es lo suficiente grande. Dividiendo toda la parte
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del plano zy que contiene los puntos experimentales (z;, ¥) - . -
" .us (@n, Yn), en bandas estrechas, se puede dividir también la suma
que figura en la formula (1.2.22) en sumas parciales. correspondientes:
a.diferentes bandas, Para todos los puntos que se hallan en los limi-
tes de una banda, la magnitud z; — m¥ tendri aproximadamente un
mismo valor que puede ser sacado fuera del signo de la suma. En
el caso de las magnitudes independientes X, ¥, la suma restante
serd, segln lo expuesto, préxima a cero, si el nimero de experimen-
tos £ es lo sufuciente grande. De este modo, en caso de que las magni-=
tudes X, Y sean independientes, el momento correlativo estadistico
debe ser préximo a cero, si el niimero de experimentos es lo suficiente

-~ 4 mE T

Fig. 1.2.7.

grande. Distinto de cero, el momento correlativo estadistico indica
gue entre las magnitudes aleatorias X, Y existe cierta relacion. En
la fig. 1.2.6. se muestra la distribucién de los puntos experimenta-
les en el plano zy cuando entre las magnitudes aleatorias X, ¥ no
existe una relacién evidente. En la fig. 1.2.7 se da la distribucién
de los puntos experimentales en el caso en que la relacion
entre las magnitudes aleatoriag X, ¥ es muy, visible.

Es necesario seilalar que tratindose de la dependencia o indepen-
dencia entre las magnitudes aleatorias, se puede por ahora dar a estas
nociones sélo un sentido intuitivo basado sobre nuestras ideas gene-
rales acerca de la posibilidad de representar las dependencias entre
las magnitudes en forma de graficos. Asi, por ejemplo, la distribu-
cion de los puntos experimentales expuesta en la fig. 1.2.7 da motivo
para trazar una recta cuya ecuacién puede, con cierto grado de pre-
cision, caracterizar la dependencia cntre las magnitudes aleatorias
X, Y. Por el contrario, la distribucién de los puntos experimentales
expuesta en la fig. 1.2.6 no da lugar a la representacién aproximada
de la dependencia entre Jas coordenadas en forma de una curva.

Ejemplo 1.2.2, Hallar lag dispersiones estadisticas y el momento corre-
lative estadistico de las magoitudes aleatorias X, Y segin loz vesultados de su
observacién en 20 experimentos representados en la fig. 1.2.8. Las coordenidas
de los puntos experimentales estan asignadas en la tabla.
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 @ 10
T 0.8 |—0.8{—0.2] 0,2 | =300 0.9 | 1.5 |[—1.0] 0.1 !—:1.2
vi 1,1 [~1.6]—0,2] 0,0 |—2.0]—0,4] t,0 | 0,2 | 1,9 |—0.9
i 1 12 13 14 15 16 7 18 19 20
i 4 —2.4(—0,8] 2.7 | 0.6 [—0,8]—06( 0,0 | 1.7 |—1.8
ug .—[.l.’. -1, 1 =0,1 1,49 06 |—0,8f 1,1 |=0,5] 4,5 |—1L.9

Al principio, hallemos los valores medios de las magnitudes aleatovins
X. V sirviéndonos de las férmulas (1.2.23):

—3 =
m;::—,jil'—i-m—ﬂ,l. my= ;.!'1 =—0,1,

Hustituyendo estos valores y los valores tomadoes por las maguitudes alea-
torias X, Y, como resultado de los experimenlos examinados, en las [6rmulas

2 F 1020 50700 00

Fig. 1.2.8. Fig. 1.2.9.

(1.2.17) v (1.2.22), hallamos las dispersiones estadisticas de las magnitudes
aleatorias mencionadas:
36,8

D% 1,8,

25,8
D; ] W =1, 3
v su momento correlativo estadistico:

24,1
S5~ L1

Te ese medo, en ¢l easo dado hay razén para considerar a las magnitudes
aleatorias X, Y como enlazadas por clerta dependencia.

kiy =
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Si se aumenta ilimitadamente el nimero de experimentos y des-
pués de cada experimento se determina la frecuencia de acontecimien-
tos y las caracteristicas de las magnitudes aleatorias, teniendo en
cuenta todos los experimentos ya realizados, se puede advertir que
a medida que aumenta el ndmero de experimentos, las frecuencias
de los acontecimientos y las caracteristicas de las magnitudes alea-
torias tienden a estabilizarse cerca de ciertos valores. A titulo de
ejemplo, en la fig. 1.2.9 se muestra el grafico .de la frecuencia con
que sale el escudo en funcién del nimero de lanzamientos de la moneda
n *}. Para mayor comodidad, en el eje de abscisas estd trazado el
logaritmo del nimero de lanzamientos. Como vemos, a medida que
aumenta el nimero de experimentos, la amplitud: de las oscilaciones
de la frecuencia disminuye y la frecuencia con que sale el escudo
llega a ser préxima a la mitad. Puesto que la funcidn estadistica
de distribucién de una magnitud aleatoria no es mis que un conjunto
de frecuencias correspondientes a diferentes valores de z, y en las
féormulas (1.2.16) y (1.2.19) también entran las frecuencias de los
correspondientes valores posibles de dicha magnitud, estd claro
que también la funcién estadistica mencionada, su valer medio
aritmético y la dispersion estadistica, asi como el momento correla-
tivo estadistico de dos magnitudes aleatorias deben tender a estahi-
lizarse al aumentar ilimitadamente el numero de experimentos. Por
supuesto, cste razonamiento no puede de ningin modo considerarse
como demostracion de la estabilidad de las caracteristicas de las
magnitudes aleatorias al aumentar el ndmerco de experimentos, sino
que solamente ayuda a comprender la esencia de este fendmeno que
se observa en la priectica.

La estabilidad de las frecuencias de los acontecimientos y de las
caracleristicas de las magnitudes aleatorias cuando el nimero de
experimentos es grande, representa la regularidad principal de fend-
menos aleatorios frecuentes, es decir, tales fendmenos que se pueden
observar un nimero indefinido de veces. Esto sirve de base para
introducir las correspondientes caracteristicas tedricas abstractas
de los acontecimientos y de las magnitudes aleatorias, que no depen-
den del experimenio, cuyo conocimiento permitiria estimar la con-
ducta de los acontecimientos y de las magnitudes aleatorias, cuando
el ndmero de experimentos fuera grande, sin realizar estos Bltimos,

§ 1.3. Probabilidad del aconlecimiento y sus propiedades

La probabilidad es la caracteristica tedrica fundamental de un
acontecimiento aleatorio. Se llama probabilidad de wn acontecimien-
to al niimero gqne caracteriza la frecuencia de este acontecimiento

*} H. Cramer. Mathomaticul Methods of Statistics. Princeton Univ. Press,
1946 (Version rusa: H. Cramer. Métodos matemiticos do Estadistica. Editorial
de Literatura Extranieva, 1944).
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al ser grande la cantidad de experimentos, es decir, tal nimero cerca
del cual tiende a estabilizarse la frecuencia del acontecimiento si
ia cantidad de pruebas aumenta indefinidamente. De este modo, la
probabilidad de un acontecimiento representa su frecuencia atedrican.
Conociendo la probabilidad de un acontecimiento, se puede, sin
realizar ningunas pruebas, predecir cudl serd la frecuencia con que
aparecerd el acontecimiento al ser grande el nimero de experimen-
10s. Se puede también decir que la probabilidad de un acontecimiento
«es la medida de la posibilidad de suceder un acontecimiento efectuan-
do una sola prucba. Si la posibilidad de un acontecimiento es muy
pequeiia, éste aparecerd muy raramente al realizar un gran niimero
de experimentos. En este caso, al prepararnos para efectuar una
sola prueba, practicamente podemos estar seguros de que el aconte-
«cimiento no sucedera. Por el contrario, si la probabilidad de un acon-
tecimiento difiere muy poco de la unidad, al prepararnos para rea-
lizar un solo experimento, practicamente podenios estar seguros de que
el acontecimiento sucederi. Hablamos aqui de seguridad prictica
v no de seguridad absoluta porque, al prepararnos para realizar
una sola prueba, no podemos prever con absoluta precision cuil
serd su resultado. Este oxperimento puede pertenecer a alguna de
aquellas raras pruebas en las que un acontecimiento de poca probabi-
didad sucede, mientras que un acontecimiento de prohabilidad pré-
xima a la unidad no sucede,

La frecuencia de un acontecimiento imposible siempre es igual
a cero y la de un acontecimiento cierto siempre es igual a la unidad.
Por eso, segiin la definicién dada de probabilidad, la probabilidad
igual a cero debe ser atribuida a la probabilidad de un acontecimiento
imposible y la probabilidad ignal a la unidad, a un acontecimiento
cierto. Sin embargo, a continuacién veremos que existen también
acontecimientos aleatorios que tienen la posibilidad igual a cero
o0 ala unidad. De este modo, si la probabilidad de un acentecimiento
s igual a cero (a la unidad), esto no significa todavia que el aconte-
cimiento es -imposible (cierto). Esto significa solamente que, al
aumentar indefinidamente el nimero de experimentos, la frecuencia
del acontecimiento tenderd a cero (a la unidad).

La probabilidad de un acontecimiento A se designa por el sim-
bola P (A).

En algunes casos, la probabilidad de un acontecimiento se puede
.determinar ficilmente teniendo cu consideracién la simetria de los
resultados de los experimentos. Asi, por ejemplo, si el nimero de
lanzamientos de una moneda perfecta es grande, el escudo y la cifra
saldran pricticamente con igual frecuencia., Por eso, al arrojar al
aire una moneda, al acontecimiento representado por la salida del
escudo se le debe atribuir la probabilidad igual a 1/2. Lo mismo,
.al echar un dado perfectamente fabricado que tiene la forma de cubo,
las seis caras, debido a su simetria, han de salir con frecuencias
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iguales, si el nimero de pruebas es grande. Por consiguiente, la
frecuencia del acontecimiento, representado por la salida del ntimero
de puntos miltiplo de tres, debe tener la tendencia de estabilizarse
cerca del valor igual a 2/6-1/3, al ser indefinidamente grande el
nimero de experimentos. Asi pues, la probabilidad de que salga
el niimero de puntos miltiplo de tres, al arrojar el dado una sola vez,
es igual a 1/3,

Es evidente, que la probabilidad de un acontécimiento no. puede
ser negativa ni tener un valor mayor que la unidad, o sea para todo

acontecimiento A4 :
0 P(A)< 1. (1.3.1)

Las probabilidades de aconiecimientos, como nimeros que repre-
sentan frecuencias tedricas de acontecimientos cerca de las cuales
tienden a estabilizarse las frecuencias reales al aumentar indefinida-
mente el nimero de pruebas, deben poseer todas las propiedades de
las frecuencias. En particular, en virtud del teorema de adicién de
frecuencia, demostrado en el parrafo anterior, se admite el siguiente
principio de adicién de probabilidades: la probabilidad de produccion
de uno de los acontecimientos incompatibles, no importa de cuél se
trate precisamente, es igual a la suma de probabilidades de los

mismos:
P(Ai+ Ao+ .. )=P(A)+ P (Ad)+ ... (1.3.2)

Este principio se admite tanto para un nlimero finito cualquiera
de acontecimientos 4; como, en el limite, para un conjunte numera-
ble de acontecimientos A;*).

5S¢ dice que los acontecimientos E,, ..., E, forman un grupo
completo, si, como resultado del experimento, se produce obligatoria-
mente uno de ellos, por lo menos, es decir, si la suma E, 4+ E, -
+ ...+ E, representa un acontecimiento cierto. De esta defini-
cion y del principio de adicién de probabilidades se deduce que la
suma de las probabilidades de los acontecimientos incompatibles
que forman un grupo completo es igual a la unidad:

é‘,ﬁ P(E)=1. (1.3.3)

Dos acontecimientos incompatibles que forman un grupo completo
se llaman coniradictorios. A todo acontecimiento A le corresponde
un acontecimiento contradictorio 4 que representa la no produccion
del acontecimiento A. De (1.3.3) se desprende que la suma de las

*) 8e Uama numerable el conjunto infinito cuyos elementos se pueden
numerar {es decir, poner en eoncordancia con cada elemento un niimero entero
de modo que a distintos elementos les correspondan niimeros entoros diferontes).
Un conjunto infinito cuyoes elementos no so pueden llevar a la correspondencia
biunivoca con los nimeros enteros se llama no nuwmerable.
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probabilidades de los aconiccimientos contradictorios es igual a la
unidad: _
P (A) + P (A) = 1. (1.3.4)

In ciertos casos, la determinacién directa de la probabilidad de
un acontecimiento A resulta dificil, mientras que la probabilidad
del acontecimiento coniradictorio A se calcula sencillamente. En
tales casos, la probabilidad del acontecimiento A se halla facilmente
con ayuda de la relacién (1.3.4).

Ahora bien, examinemos mas detalladamenie la cuestion de
caleular la probabilidad de un acontecimiento en el caso en que los
posibles resultados de la prueba posean simetria, como, por ejemplo,
en el caso de los lanzamientos de una moneda o un dado. Supongamos
que con el experimento dado se puede enlazar un grupo completo
de acontecimientos incompatibles Ey, . .., E, que, a consccuencia
de la simetria, deben producirse con igual frecuencia al ser grande
el namero de pruebas (por ejemplo, la salida del escudo y de la cifra
al arrojar una moneda o la salida del uno, el dos, el ftres, el cuatro,
el cinco y el seis al echar un dado). Esto quiere decir que las proba-
bilidades de n acontecimientos Ej, . .. E, son iguales unos a otros
y, a causa de la igualdad (1.3.3), cada una de ellas equivale a 1/x.
Supongamos ahora gue el acontecimiento que nos interesa se produce
obligatoriamente, si sucede uno de los acontecimientos Ey, . . ., En,
y no puede producirse, si sucede cualquiera de los acontecimicntos

m

Eptsy -« E, 0 sea, A = DE;. En este caso, basindose en el

=1
principio de adicién de probabilidades, tendremos que
P(A):P(EEE)=EP(E; = (1.3.5)

=1 i=l

Se llaman casos los acontecimientos incompatibles equiproba-
bles que forman un grupo completo. Se dice que el caso E; favorece
al acontecimiento A si, una vez sucedido, este caso lleva a la produe-
cidn obligatoria del acontecimiento 4 y desfavorece al acontecimiento
A, si, una vez sucedido, este caso excluye la posibilidad de aparecer
el acontecimiento 4. La férmula (1.3.5) muestra que si por razén
de simetria de los resultados de la prueba con esta dltima se puede
ligar un sistema de casos tal que unos de ellos favorecen al aconte-
cimiento A y otros le desfavorecen, entonces la probabilidad del
acontecimiento A es igual a la relacién del némero de casos favora-
bles al acontecimiento A, al nfimero total de los mismos.

Ejemplo 1.3.1. Al lanzar una moneda una sola vez, son posibles dos casos:

la salida del psendo v la salida de la cifra. Uno de ellos favorece la aparicién
del esendo. Por lo tanto, la probabilidad de que salga cl eecudo os igoal a 1/2,
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Ejemplo 1.3.2. 5i s¢ arrﬂ{a una gola vez un dado, hay seis casos diferoutes:
la salida de la cara del uno, el dos, el tres, el cuatro, el cinco y el seis, De.ellos
dos casos favorecen al acontecimiento A que consiste en la salida del ntmero
do puntos miltiplo de tres ¥ tres casos favorecen a la aparicién del aconteci-
miento B, o sea, a la salida de un niimere par de puntos, Por consiguiente, la
probahilidad de que se obtenga un niimerce do puntos miltiplo de tres es igual
a 2/6= -1;3 y la probabilidad de obtener un nimero par de puntos equivale
a 3/6=1/2.

Ejemplo 1.3.3. En una urpa hay 12 bolas iguales que no se distinguen en
nada a tiento. De ellas & bolas son negras ¥ 7 blancas. Hallar la posibilidad de
que la bola extraida al azar de la urna sea blanca. En este caso, la prueba:con-
siste en sacar una sola bolu ¥ contiene 12 casos, de ellos 7 favorecen, la salida
de una bola blanea. Por lo tanto, la probabilidad de que se extraigs una bola
blanca equivale a 7/12. o ‘

El esquema de casos que da la posibilidad de caleular de un modo
comparativamente sencillo las probabilidades de aconlecimientos
se encuentra en los problemas préclicos y sobre todo en la téenica,
con poca frecuencia. Por eso, la formula (1.3.5) tiene nna aplicacion
practica mny limitada.

A la frecuencia condicional de un acontecimiento le corresponde
la nocion de la probabilidad condicional de un acontecimiento gue
significa la probabilidad de suceder un acontecimiento a condicion
de que se haya producido algin otro acontecimiento. Segin la Fér-
mula {1.2.8) deducida en el péarrafo anterior, la probabilidad condi-
cional de un acontecimiento A con respecto al acontecimiento B
se determina como la relacién de la probabilidad de que sucedan
conjuntamente log acontecimientos A4 y B respecto a la del aconte-
cimiento B:

P (AB)
P(AIB) =575 - (1.3.6)

De un modo semejante se determina la probabilidad del aconte-
cimiento B con respecto a A.

La definicién de la prohabilidad condicional de un acontecimien-
to expresa al principio de multiplicacién de probabilidades que dice:
La probabilidad de la produccién conjunta de dos acontecimicntos
es igual a la probabilidad de uno de ellos multiplicado por la pro-
babilidad condicional del otro con respecto al primero:

P(ABYy =P (A)P(B|4) =P (B)P(4|R). (1.3.7)
Aplicando consecuentemente el principio de multiplicacion de

prohabilidades, llegamos a la conclusién que para todo niuncro de
acontecimientos A, Ag, ..., 4,

p(A’A.g TR A“) =P(J‘1-1}P(A21Al) PR
s B O Tl sea Dasis (1.3.8)

con ello, el orden de numeracién de estos acontecimienlos no ticne
importancia.
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De acuerdo con las nociones intuitivas de la dependencia y la
independencia de los acontecimientos, e dice que cl acontecimisnto
A depende del acontecimiento B si P (4 | B) = P (A). El aconte-
cimiento A no depende del B si P (A | B) = P (4).

De la férinula (1.3.7) se deduce que si el aconlecimiento A no
depende del B, entonces, tampoco el acontecimiento B depende del
A. De este modo, es conveniente hablar solamente de la dependencia
reciproca o la independencia reciproca de los acontecimientos. Dos
acontecimientos son independientes solamente en el caso en que la
produceion de uno de ellos no ecambia la probabilidad del otro.

Los acontecimientos Ay, ..., 4, se denominan independientes
por parejas, si cualesquiera dos de ellos son independientes, Los
acontecimientos A, . .., 4, se llaman independientes, si cualesquie-
ra dos productos, compuestos de &stos, que no contienen sucesos
comunes, son acontecimientos independientes.

Si los acontecimientos A,, ..., A, son independientes, cnton-
ces, basindose en la definiciéon dada, dos acontecimientos A4, y
Ad, ... A,_, son independientes y, por consiguiente,
PA, |44, ... Ayy) = P (4,); luego, dos acontecimientos
Apy vy Ads ... A, son independientes, debido a lo cual
Pia, | Ads ... Ay2) =P (A,), ...; los acontecimientos
A, v A, son independientes, a causa de lo cual P (4, | 4,) =
= P (4;). Por lo tanto, para los acontecimientos independientes
Ay Ay, ... A, la formula (1.3.8) toma la forma

P(A A, ... A) =P(A)P(4s) ... P () (1.3.9)

De este modo, la probabilidad de la aparicién conjunta de dos.
acontecimientos independientes es igual al producto de las probabi-
lidades de éstos.

Ejemplo 1.3.4. Una urna contiene 5 bolas negras y 7 bolas blancas. La
prucha eonsiste en que de la urna se extrae una bola y se anota su color, des-
pués de lo cual la bola se mete de nuevo en la urna. Una vez mezcladas las bolas,
de la urna vuelve a sacarse una hola. Hallar la probabilidad de quo ambas veces.
gea extrafda una bnla blanca. ’

Llamemos acontecimiento 4 a la salida de upa bola blanca la primera vez
y scontecimiento -B, a su salida la segunda vez. Es evidente, que tanto en la
primera sacada como en la segunda hay 12 casos de los cuales 7 favorecen la
salida de una bola blanea. Por consiguiente, en el caso dado P (4) = P (B) =
= 17/12, P (B |A)= P (4| B) = 7/12. Por eso, baséndose en el principio
de multiplicacién de probabilidades

T 49

P(AB)=P(A)P(B) H=f5 =Tm-

La probabilidad de que se sague una bola blanca la segunda vez no depende
absolutamente de la primera extraccién. Por eso, en cl caso en cuestién, los.
acontecimientos 4 y B son independientes.

Ejemplo 1,3.5. En las condiciones del ejemplo anterior, hallar la proba-
bilidad de la salida de dos bolas blancas sin volver a_meter en la urna la pri-
mera bola sacada. En este caso, al extraer la segunda bola, hay 11 casos de los
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cuales G favorecen la salida de una bola blanca, a condicidn de que la primera
bola sacada sea blanca l{es decir, de que Suceda el acontecimiento 4). Por con-
siguiente, la probabilidad condicional de que aparezca una bola blanca por
segunda vez, a condicién de que la primera bola oxtraida ha sido blaunca (es
decir, la probabilidad condicional del acontecimiento B con respecto al A)
es igual a 6/41. Aplicando el principio de muliplicacién de probabilidades,
hallamnes la probabilidad de gue ambas bolas sacadas sean blancas:

7 0 Fi

12 1 e

Si la primera bola extraida resulta ser negra, la probabilidad de secar una bola
blanca en la segunda sacada (es decir, la probabilidad condicional del .acon-
tecimmiento B con respecto al A) es igual a 7/11, Ds este modo, lu probabilidad
de que salga una bola blanca la segundu vez aqui depende considerablemente
de cuél ha sido la bola extraida la primera vez: P (B | A) == P (B). 'or lo taiito,
los acontecimiontos 4 ¥ B son on este caso dependientes.

P (4B)=P () P(B | 4=

Las operaciones de adicién y de multiplicacién de acontecimien-
tos poseen algunas propiedades caracteristicas de la adicién y la
multiplicacién de nimeros. Por ejomplo, la suma y el producto de
log acontecimientos 4 y B no dependen del orden en gue se toman:

A4+ B =844, AB = BA,

Las operaciones de adicion y multiplicacién de aconteciinienlos
son asocialivas:

A+B+C=A+((B+C) =4+B+C¢C,
(AB) C = A (BC) = ABC.

Por fin, las operaciones de adicion y multiplicacién de acontecimien-
tos gon distributivas:

(d + B)C = AC + BC.

Todas estas propiedades se deducen directamente de las definiciones
de la suma y del preducto de acontecimienlos. Asi, por ejemplo
(4 - B) € representa la produccion del acontecimiento € a la
vez con el acontecimiento 4 o con el acontecimiento B, es decir,
indiferentemente de con cual de ellos precisamente. Evidentemente,
el acontecimiento AC 4 BC Lambién consiste en producirse o €
junto con 4 o € junto con B,

Sin embarge, no todas las leyes de adicidén y multiplicacién de.
nlimeros son aplicables para la adicién y la multiplicacién de acon-
tecimientos. Asi, por ejemplo, el acontecimiento 4 -~ A4 coincide,
evidentemente, con el A. Lo mismo gue la aparicién conjunta de
A con A coincide con A. Por consiguiente, 4 4+~ A = A, A4 = 4
para cualguier acontecimiento A,

En muchos casos las operaciones con los acontecimientos ayudan
a simplificar esencialmente el céleulo de probabilidades de los mis-
mos. Por eso, serd ftil estudiar dichas operaciones un poco més
detalladamente,
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Sean A y B dos acontecimientos cualesquiera, A y B, los acou-
tecimienlos contradictorios correspondientes. ls facil ver que

A -+ B representa un acontecimiento contradictorio a la produccién
conjunta de A y B:

A+ B = (dB).
Ln efecto, 4 + B es la produccién de uno de los acontecimientos

A y B, como minimo, lo que equivale a la no produccién de AB.
En general para cualesquiera acontecimientos Ay, . . ., 4,

" n
> A =(}] 4).
=t fml

La produccién conjunta de los acontecimientos A4y B (la no
produccion de los acontecimientos A y B) es, evidentemente, contra-
dictoria a la apariciéu de por lo menos uno de los acontecimientos
A v B: .

AB = (4 4+ B},

Y en general

n "
A N1
M A=(2 4,).
i=1 =l

i con la prucha en cuestién estd culazado algin acontecimiento
cierlo %, entonces cualquier acontecimiento A no puede aparecer sino
que junto con este acontecimiento cierto y, por lo tanto,

A =AE.

En particular, la suma B - B representa nn aconlecimiento cierto.
Por eso _
A=4A(B+ B)=AB + AB.

Rsta f6rmula ofrece la descomposicién del acontecimiento 4 en dos
acontecimientos incompatibles AB y AE. Anélogamente podemos
escribir

B =AB - 4B.

Ejemplo 1.3.8, Hallomos la probabilidad de que suceda. por ln menos,
uno do log acontecimientos 4 y B, es deeir, la probabilidad del acontecimiento
A -+ B, teniendo en cuenta gue oslus Sucesvs. on el caso general, pueden ser
compatibles, Seghm la« reglas expuestus de adicién de acontecimientos,

A+B=AB+4AB+ AB+AB=AB+ AB + 4B.

Esta [6rmula ofrece la descomposicién del acontecimiento A + B en tres suce-

sas Incompatibles AB. AR y AB. Valiéndose de las descomposiciones obtenidas
de los acontecimientos 4, B v A + B en los sucesos incompatibles, podemos
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escribir, basandones en el principio de adicién de probabilidades
P(A)=P (AB)+ P (AB),
P{(B)=P{AB)4-P (EB},
P(A4+-B)y=P (AB)+ P(AB)+ P (4B).

Sustituyendo las expresiones de las probabilidades P (AB) y P (AB) de las
primeras dus formulas en la tercera, se obtiene

P =(A+ B)= P(4)+ P(B)— P (AB),

Pasemos ahora a deducir algunas férmulas que son importantes
para la aplicacion. ; ) i
En algunos casos, es dificil calcular directamenté la probabili-
dad de un acontecimiento 4 que nos interess, pero:se puede calcular
ficilinente las probabilidades condicionales del aconiecimiento 4
con respecto a varios sucesos incompatibles Ey, .. ., £, que for-

n

man un gropo completo. En este casoZE,- representa un aconleci-

miento eierlo y, por lo tanto,
L izl
PA)=P(AE)=P(A 3 E)=P( X AE).
=1 i=1

Por eso, aplicando el principio de adicién de probabilidades, se
obtienc

P(A}u‘HE‘ P (AEp.

Aplicando ahora el principio de multiplicacién de probabilidades,
se tiene

P(A)= 3 P(E)P(4]E). (1.3.10)

Esta férmula se llama férmula de probabilidad total.

Ejemplo 1.3.7. La probabilidad de que en la seiial de radin recibida haya
una serial til es igual a p. La probabilidad de que no se revele la sefial (til
en el caso en que ésla se conlenga on la sefiul recibida es igual u my la proba-
bilidad de considerar erréneamente revelada una sefial til en el easo en que
se recibe solamente un ruido es igual a . Hallar la probabilidad de que «l
problema de revelacion de una sefial 1itil se resnelva incorrectamente y la pro-
babilidad de una reselucidn correcta. En el caso en cuestién ol aconlocimionto
A es una vesolucin errénea. el acontecimiento £, representa la presencia de la
sefin] 0til en la sefial de radio que so recibe v el acontecimiento £, la auzencia
de la sefiul itil (es decir, la recepcidn de solo ruido). Segin los datos, P (£,) = p,

| E\) = o, P (A | Ey) = B. Ademis, puesto que los scontecimicntos
Fy y Bz son incompatibles y forman un grupo total (es decir. en este case snp
contradictorios}, P (E2) = 1 — p. T'or censipniente, aplicando la férmula de

3-0038
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probabilidad total (1.3.10}, se obtiene
Porr =P (A)y=P(E)P (A |E)+ P(E)P(41F:)=pu+t (I-—-pfh
La probabilidnd de la resclucién correcta, como probabilidad de un aconie-
cimiento contradietorio, es igual a
Peorr =P () =1 — P (4)=1— per— (1 —p) p.
La misma férmula pucde ser obtenida aplicando directamente la férmula de
probabilidad total.

Ejemplo 1.3.8. La prohabilidad de llegar a una central telefdnica & llama-
das durante un intervale de tiempo ¢ es igual a p; (k). Los acontecimienios que
consisten en llogar k llamadas en un intervalo de tiempo y ! lJamadas en otro
intervalo de tiempo cualquiera que no va recubierto por gi primero, son inde-
pendientes, cualesquiera que sean k Iy i. Hallar la probabilidad pg; (n) de que
durante el intervalo de tiempo 2¢ lleguen n llamadas.

Designemos por A la legada de n llamadas durante ¢l intervalo de tiem-
po 2f. Supongamos que el acontecimiento Ej consiste en haber exactamente &
Hamadas en la Eyrimera mitad del intervalo de tiempo indicado, con ello, segin
los datos, P (E;) = py (k) {(k =0, 1, ..., n). Es evidente que para que se
produzea el acontecimiento 4 a condicién de que teng]ﬂ lugar Ey, es necesario
que en la segunda mitad del intervalo de tiempo 2¢ lleguen n —k Hamadas.
Por lo tanto, P (A | Ey) = p; {n — k). Aplicando la férmula de probabilidad
total, hallamios

P{A)y=py (J't}=ﬁ}:',u p{k) pr{n—F).

En las aplicaciones, para las mismas condiciones, surge con
frecuencia otro problema: como resultado del experimealo reali-
zado se ha producido el acontecimiento 4 y basindose en este hecho,
hay que cmitir su parecer acerca de cudl de los acontecimientos
incompatibles Ey, ..., E,, que forman un grupo completo, liene
lugar. En el caso general, es imposible resolver esta cuestin con
ahsoluta certeza. Por eso, practicamente se puede =olamenle plantear
el problema de revelar las probabilidades de los acontecimientos
E,, ..., E, conociendo que, como resultado de la prueba, ha suce-
dido el acontecimiento A. Es evidente que en el caso en cuestion las
probabilidades buscadas no son més que las probatilidades condicio-
nales de los acontecimientos Ey, ..., £, con respecto al aconte-
¢imiento 4. Por eso, aplicando el principio de multiplicacidn de
probabilidades, ‘hallamos -

o P(A)P(Ex | A) =P (By) P (4| Ey),
de .donde, teniendo en cuenta (1.3.10), obtenemos
P(Ey|Ay=—LEWPWAIED g, .. .,¢0). (1.3.49)
2\ P(E)P(A|E)
v i=1
Esta férmula se llama férmula de Bayes *). Las probabilidades
incondicionales P (E,) se llaman probabilidades @ priori y las

) ‘__]l En los problemas de radiotécnica la férmula (1.3.11) se llama a veces
férmula o principio de probabilidad inversa.
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probabilidades condicionales P (E; | 4): probabilidades a pestériori
de los acontecimientos E, (k =1, ..., n)*).

Ejemplo 1.3.9. Teniendo los mismos datos: que. en el eieménlo 1.3.7, supon-
gamos gue la sefial de radio recibida ha sido tratada por un dispositivo radio-
rreceplor, y la seiial tratada ba superado el nivel de umbral dadoe, debido-a lo
cual el sistema de deteccion ha decidido que la'sefial Gtil estid presente. Hallar
la probabilidad de que la sefial util efectivamente esté presents y la probabi-
lidad de que ésta esté ausente. i Wy 7

En el caso en cuestibn: tememos los mismos scontecimientos E; y E».que
e el efemplo 1.3.7. El acontecimiento A es el hecho dé que'la sefial tratada’por
el sistema’ de deteccibn haya superado el nivel de umbral, Seglin los'datos 'del
ejemplo, 1a probabilidad de decidir que la sefial atil se tiene, an’el caso.de su
presencia en. la sefial recibida (es decir, la probabilidad de la solucién justa
en este caso) es igual a P (4 | Ey) = 1 — ¢ y la probabilidad de’decidir_que
}a gefinl atil estd presents ‘en el caso de la Téecepeitn de solo riido equivale.a
P (A | E;) = B. Por eso, aplicando la férmula de Bayes (1.3.11), ballamos

: p{l—a)
PEN=sa—Ta—ph"
P (E1]4) L

P~ TA=p) B

Valiéndoze de la {6rmula de Bayes, se puede determinar de un medo semejante
la probabilidad de la presencia y de la ausoncia de la sefisl Gtil en el caso en gue
el sistema de deteccién decide que dicha sefial falta en la recibida.

§ 1.4, Repeticion de los experimentos

Un experimento complejo consiste frecuentemente en que una
prueba elemental, como resultado de la cual puede aparecer o no
aparecer algilin acontecimiento 4, se realiza repetidas veces y nos
interesan las probabilidades de diferentes resultados de este experi-
mento complejo.

Llamaremos independientes a los experimentos, si la probabilidad
de producirse un resultado enalguiera de cada uno de los experimen-
1os no depende de los resultados de los otros. Esta definicién concuer-
da perfectamente con la de la independencia de los acontecimientos
expuesta en el parrafo precedente. En efecto, designando por 4,
cualquier resultado posible del i-ésimo experimento, observamos que
rn experimentos son independientes cuando, y sélo cuando, son
independientes los acontecimientos Ay, ..., 4,, es decir, cuando
las probabilidades condicionales del acontecimiento A; con respecto
a todos los acontecimientos 4, ..., 4:4y, Aiyyy ..., 4, ¥ con
respecio a todas las coincidencias posibles de estos sucesos son igua-
les a la probabilidad incondicional del acontecimiento A;.

Convengamos en decir que los experimentos se realizan en con-
diciones iguales, =i la probabilidad del acontecimiento que nos inte-
resa A tiene en todas las pruebas el mismo valor p.

*) A priori— loc. lat. que significa «que viene antess, o sea antes de la
prucha. A posteriori, ¢que viene despuéss, 0 sea, después de la prueba.

s
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Como resultade de n cxperimentos, el acontecimiento A puede
no producirse ni una sola vez, producirse una, dos, ... n veces.
Es necesario hallar las probabilidades de diferentes valores del
nimero de aparicidn del acontecimiento A.

Designemos por P, , la probabilidad de que en n experimen-
tos independientes realizados en iguales condiciones el aconteci-
miento A se produce exactamente m veces (m =0, 1, ..., n).
Para resolver el problema planteado, tomemos r casillas y registra-
remos los resultados de cada.prueba, anotando en la casilla corres-
pondiente A4, si el acontecimiento A se produce en este experimento
y A, en el caso contrario. Entonces nuestra tarea se reducird a la
determinacion de la probabilidad de que algunas. m casillas estén
ocupadas por la letra 4 y las » — m restantes, por la letra A. Puesto
que no nos importa cuéles casillas estarin ocupadas precisamente
por la letra 4, con tal de que el nimero de tales casillas sea igual
a m, enlonces, aplicando el principio de adicién de probabilidades,
llegamos a la conclusién de 'que la probabilidad buscada P, , es
igual a la suma de las probabilidades de todas las colocaciones posi-
bles de m letras A y de n — m letras A en n casillas. Del Algebra
elemenlal se sabe que el namero de procedimientos con cuya ayuda
se puede seleccionar m elementos de n es igual al nlimero de combi-
naciones de n elementos en series de m. Por consiguiente, la proba-
bilidad de suceder el acontecimiento A exactamente m veces, al
efectuar n experimentos, es igual a la suma CJde sumandos cada
uno de los cuales representa la probabilidad de obtener, como resul-
tado de la prueba, una colocacién determinada de m letras A y de
n —m letras A4 en n uasallaa La probabilidad de cada colocacidn,
basindose en el teorema de multiplicacién de probabilidades, para
los acontecimientos independientes es igual a p g"-™, donde, por
abreviar, se ha hecho ¢ = 1 — p. Efectivamente, para que, por
ejemplo, las primeras m cas:llas resulten estar ocupadas por la letra
A y-las Gltimas -n — m, por. Jla letra A, es necesaria la coincidencia
de~los acontecimientos- siguientes: produccion de A en el primer
experimento, produccién de A en el segundo experimento ete., pro-
duccién de A en el emésimé experimento; no produccién de A en
el:(m + 1)-6simo- ‘experimento, no produccién de 4 en el (m + 2)-
ésimo- expperimento atc., no produceién de A en el enésimo experi-
mento. Multiplicando: las probabilidades de estos acontecimientos,
obtendremos, por fin, p™ ¢"¥™. De este modo, la probabilidad bus-
cada de que el acontecimiento A se produzca.m veces, al realizar n
experimentos, es igual a. la‘suma 25l de sumandos iguales a p’"\ qrm,

es decir, ’
P,,.,,_Cnp"”" (m=0,1, ....n%. (1.4.1)

El segundo problema ligado con la repeticién de las pruebas
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_ consiste en hallar la probabilidad Ry, , de que el acontecimiento A
. $6 produzca no menos de K veces, al realizar n expérimentos. Sobre
14 base del principio de adicién de probabilidades, esta probabilidad,
-es igual a

n k]
Bron= X Pp.n= 2 CRp™g™™, (1.4.2)
' Wm=h m=h

Es conveniente aplicar ésta formula en el caso en que.k 2= (n - 1)./2:
En el caso cuando & <C (n—= 1) /2, es conveniente expresar la pro-
babilidad, basindose en la férmula (1.3.4), por medio de la proba-
bilidsd del acontecimiento- contradictorio; es decir; *por ‘medio_de.
Ia probabilidad de que el acontecimiento A se produzca nienos de;
k veces. Entonces se obtiene

h-1t h=1
Bron=1=— 3 Po,n=1— 2 COp™y" ™, {1.4.3)
m=0 m=0

En particular, esta férmula ofrece la siguiente expresién de la proba-
bilidad de que aparezca por lo menos un acontecimiento A4:

Ryn=1—qn (1.4.4)

Esta formula puede ser también obtenida con facilidad directa-
mente observando que la probabijlidad de no producirse el aconte-
cimiento A al realizar n experimentos es igual a g* segin el teorema
de multiplicacién de las probabilidades de acontecimientos indepen-
dientes. La probabilidad de suceder el acontecimiento A una vez,
por lo menos, como la probabilidad del acontecimiento contradicto-
rio a la no produccién de aquél, ze determina restando ¢ de la
unidad.

Es evidente que la suma de todas las probabilidades P, ,
(m =0,1, ..., r) es igual a la unidad, como suma de probabili-
dades de los acontecimientos incompatibles que forman un grupo
completo. Esta tesis puede ser también demostrada ohservando
que la suma de todas las expresiones (1.4.1), segin la férmula del
binomio de Newton, es igual a (p -+ ¢)* = 1™

Ejemplo 1.4.1. La moneda se arroja Seis veces. Hallar la probabilidad
de que el escudo salga dos veces por lo menos.

Designemos por A la zalida del escudo al lanzar la moneda una sola vez.
Entonces P (4)=p =05y ¢g=1 — p = 0,5. La probabilidad de un acon-
tecimientn 4 no menos de gos veces al efectuar seis lanzamientos, se calcula
por la férmule (1.4.8)

57
Ry, s=1—Cgpg*—Cipe® =77

Ejemple 1.4.2, La probabilidad del fallo de un sistema automéatico durante
cierto intervalo de tiempo es igual a 0,1. Hallar la probabilided del fallo de
tres sistemas exactamente de Jos diez que e encueniran en explotacién. Hallar
la probabilided de que unc de los diez sistemas, por lo menos, funcione bien.
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Sea el acontecimiento A el fallo de un sistema examinado por separado.
Segiin log datos P(A)=p=0,1, g=1—p =09. La Hmhahihdad del
fallo do m = 3 sistemas de n = 10 en explotacién, de acuerdo con la férmu-
la (1.4.2) es igual a

101

Py, 1p=Ciopiq7 == TR

Ahora hallemes la probabilidad de que, per lo menos, uno de los diez sistemas
funciona bien. Por la férmula (1.4.4) es fécil hallar (considerando como aco nte-
cimiento 4 el funcionamiento sin fallos del sistema)

Ry, jp=1—0,110=0,9999999999.

Ejemple 1.4.3. La probabilidad del fallo de un elementop determinado del
sistema es igual a p = S,i)ﬁ. Para aumentar 1a fisbilidad del sistema, en éste,
en vez de uno, se han introducido n = 5 elementos semejantes que funcionan
simulténeamentc. Con ello, el sistema se estropea sélo en el caso en que fallen
todo? {{)5 cinco elementos. Hallar la probabilidad P de que el sistema funcione
sin fallos.

La probabilidad de que fallen todes los cinco'elementos es igual a p% =
= 3,125-10-7, Por consiguiente, la probabilidad de que el sistema funcione
sin fallos serd P = 1 — 3,125-10-7 = 0,9999997.

+0,12-0,97 = 0,057.



CAPITULO 2

Magnitudes aleatorias

§ 2.1. Funeiéon de distribucién y densidad de probabilidad
de una magnitud aleatoria

.: Enel§ 1.2 vimos que de caracteristica experimental de una mag-
nitud aleatoria puede servir su funcién-estadistica de distribucién-
Conociendo la funcidn estadistica de distribucion de una magnilud
aleatoria X, se pueden hallar las frecuencias con que sus valores
se encuentran en diferentes intervalos del eje numérico. De modo ana-
logo, en calidad de caracteristica tedrica de una magnitud aleatoria
X, no relacionada con la realizacién de experimenios cualesguiera,
se puede tomar la probabilidad de ecumplirse la desigualdad X <7 x
considerada como funcién de la variable =z:

F(z) =P (X <a2). (2.1.1)

Esta funcién se Hama funcién de distribucion de la magnitud alea-
toria X.

Ejemplo 2.1.1. Hallar la funcién de distribucién del nimero de vices que
ge produce un acontecimienta 4 sl realizar n experimenios independiontes en
laz” mismas condicinnes,

Es evidente que el namero de veces X gue sucede el acontecimiento A
al realizar n pruebas ¢s una magnitud aleatoria, gque, camn resullade de un
experimeunto complejo consistente en nr pruebas elementales, toma uno de lns
valores posibles 0, 1, 2, . . ., n. La probabilidad de que esta magnitud sleatoria
tome el valor m en el casy en cuestion se expresa pm‘qla iérmula (1.4.1) deducida
en el parrafo anterlor. Supongumos ahora que z es una variable que varia en los
limites (—oo, o0). Para todos los valores negativos de = y siendo = = 0, la
probabilidad de que el nimero de veces que sucede el acontecimiento 4 sea
menor que r es, evidentemente, igual a cero. Si 0 << z = t, la probabilidad de
que el nimere de veces gue ocurre ¢l acontecimientv A sea menor que x rep-
resenla la probabilidad de que el acontecimiento 4 no suceda ni una sula vez,
es decir, es igual a P, ,. Y en general, si k <~ z << k -+ 1, la probahilidad de
que el nbmero de veces que se produce el acontecimiento A ses menor que x
no es més que la probabilidad de que el acontecimiento 4 o no ocucra ni una
sgla vez, o aparezca una sola vez, etc., o suceda k veces, ¢s decir, equivale a

Z Pum k=1, ..., n—1). Y, por fin, si # > a, la desigualdad X < x
m=0
representa un acontecimiento cierto y su probabilidad es igual a la unidad.

De este modo, la funcién de distribucién del nimero de veces que ocurre el
acontecimiento al realizar n pruebas independientes, en las mismas condiciones,



40 Cap, 2 Magnitudes aleatorias

se determina por In férmula

1] si x=0 0,
i gl kCz k-
Fy=4q D! Cppmgn-m 2.1.2)
ma=0 (k==0, 1 ..., n—1),
1 s5i x> n,

En la fig. 2.1.1 se muestra el grifico de esta funcién de distribucion para
el caso en que p = 3, p = 0,95

En el ejemplo examinado los valores posibles de la magnitad

aleatoria forman un conjunto discreto y pmcisamente es el conjunto

de todos los nlimeros enteros desde

iy 0 hasta n. La magnitud aleatoria

O £ i g e T cuyo conjunto de valores posibles

! es discreto se denomina discontinua

—t o discreta. La funcién de distribu-

b cidn de una magnitud aleatoria

discreta se determina por completo

por sus valores posibles y las pro-

babilidades” de estos valores. En

= efecto, si X es una magnitud alea-

Pig. 2418 toria discreta cuyos valores posi-

bles, numerados en orden de creci-

mienlo, son iguales a=z,, ..., #,, ¥ las probabilidades de estos
valores equivalen correspondientemente a:

PX=z)=p (=1, ..., n), (2.4.3)

entonces, la funcién de distribucién de la magnitud aleatoria X se
determina por la férmula

F(zy= D ps. (2.1.4)

X px

donde la desigualdad bajo el signo de suma indica gque la adicidn
se efectta tomando todos los valores del indice i para los cuales se
cumple esta desigualdad. Con otras palabras, cualquiera que sea
z,-la. tuncion: de distribueién es igual a la suma' de pro-
hab:lxdades e todos los valores % de la magnitud aleatoria X' meno-

“nte, Qi ,.al ‘crecer, se hace igual a Tttt enton-

- es-decir, la iuncu&n de dlsl:nbucion F (z) tiene en- el punto T == Ly
el'mismo valor que para toda @ en el intervalor; <z << 7y Six
aleanza liin ‘valor mayor de .y, entonces la funcién de distribucién
aumenty, a Salto en;la magnitud pp.. Por consiguiente, el valor de
la funcién de distribucién en el punto de discontinuidad es igual
a su valor a la izquierda de este punto, o sea, la funcién de distri-
bucion es continud a la izquierda. En la fig. 2.1.1. los valores de
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'la Juncién de distribucién en los puntos de dlscor;tmuldad- e8tany
mdwado& por . puntos gruesos, . ;

Examinemos _ahora.las propaedades generaies de la, Iunmﬁm d&
distnhum{m de una magnitud, aleatoria cualquiera.. Igual que; toda’
probabilidad, la funcién de distribucién_no puede ser, negatwa; I"ll_
ser mayor que la nnidad:

I F (1) < ' (215)

. Luego, cualesquiera que sean « y ﬁ, o <Z B, para cumplic la
desigualdad X < B es necesario y suficiente que sea X <a o
o X << B. Como los aconteécimientos X << o y a<x X <Z B son
.mc-ompatlbles, entonces; segin el principio de adicién de proha‘bl-- :
-lidades,

PX<P=P(X<a)+PlagX<h).

De aqui, basindose en la definicion (2.1.1) de la funcién de di-
stribueion, sigue la igualdad

Pla<X<BP=F@P —F(a) (2.1.6)

De este modo, la probabilidad de que el valor de la maguniiud aleato-
ria se encnentre en e} segmento (o, P) del eje numérico, o en su extremn
izquierdo, es igual al incremento de la funcién de distribucién cn
este segmento.

Puesto que la probabilidad no puede ser negativa, entonces
cualesquiera que sean a y P, ¢ << f§, la magnitud F (z) no puede
ser mayor gue F (). Con otras palabrag, la funcién de distribucién
es una funcién no decreciente.

Tomemos ahora una sncesidn indefinidamente creciente de 1os valo-
res &3, Ty, . .-y Ty - .. de la variabhle ¥, lim z, = oo. Los valores

Ti=s 00

respectivos de la funcion de distribucién & (ze), F{@a)y .. .o F (zy), . .«
forman una sucesién no decreciente de nimeros cuyo limile superior es
l1a unidad. Del Anilisis Matemitico se sabe que tel sucesion siempre
tiene limite. Por otro lado, si todos los valores posibles de la magni-
tud aleatoria X son finites, entonces, siendo z, lo suficiente grande,
la probabilidad de la desigualdad X < z, serd lo préxima que se
quiera a la unidad. Por lo tanto, el limite de la magnitud F (z,),
para x, — oo, no puede ser distinto de la unidad. De este modo,
hemos ldemostradoe que

F(eo)==limF (x)=1 24.7

A=

De modo andlogo se demuesira que
F(—oo)=1limF{z)=0. (2.1.8)
8i xy, ..., %, ... es una sucesién creciente arbitraria de los

valores de la variable x que converge a algtin valor de z,, lim z, = x4,

o=+ G
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entonces todo valor posible de la mugnitnd aleatoria X, menor gue
g, pertenece a uno de los intervalos z,, << x <Z x,4,. Por consiguien-
te, el acontecimiento X << ¢ no es mds que la suma de un conjunto
numerable de acontecimientos incompatibles X < ay, z; << X <C
LTy e T X < Tyyq ... Segln el principio de adicién
de probahilidades

P (X << ag) =P (X <z) --}- P {zr< X <Ciny4) 0 bien

F (@) =F (z)+ ﬁ};’ (F (2xeg) — F ()],

De este modo, la serie del miembro derecho de la igualdad obte-
nida converge y su suma es igual a ¥ (xy). Pero la suma de los n
primeros términos de esla serie es igual a F (z,):

n-1

F(z)+ Z [F (i) — F (m)] =

= !‘ (@) 1F (22) = F @)+ oo o | F (2n) —F {2n)] = F (24)-
Por lo tanto,
Um F (z,) = F {20}

y si la magnitud xzy — z, es lo suficiente pequeia, la diferencia
F {zg) — F (2,) serd tan pequeia como se quiera.

De este modo, la funcién de distribucién es continua a la izquicr-
da v su valor en todo punto es ignal al limite de su valor a la izquierda
e este punto.

Pasemos ahora al limite en la igualdad (2.1.6) cuando B — a.
En este caso, el intervalo (e, B) converge al punto a y obtendremos

P(X =a)=F(a+0)—Fla), (2.1.9)
donde F (« -+ 0) es, como siempre, l:m ¥ {a + | & ]). De este modo,

Ja robabilidad. de que la magmtud aleatorm X tome el valor « es

4 4l salto de.su funcién de distribucién en el punto a. Si la
distribucién es continua en el punto «, la probabilidad
la .magnitud aleatoria tome el valor « es igual a cero. Lstas
tesis se ilustran claramente en el ojemplo 2.1.1 examinado més
arriba.

Si la funcion de distribuwcion de una magnitud aleatoria X es
continua para todos los valores de z, entonces la probabilidad de
cualguiera de sus valores posibles es igual a cero. A primera vista
esta deduccién es contradictoria: como resultado de una prueba la
magnitud, aleatoria toma obligatoriamente cierto valor y al mismo
tiempo la probabilidad de que ésta tome cualquier valor asignado
de antemano es igual a cero. En realidad, aqui no hay ninguna con-
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tradiccién. En el § 1.3 ya sefialamos que un acontecimiento posille
puede tener la probabilidad igual a cero. En €l caso en cuestion,
si @ es un valor posible de la magnitud aleatoria X' y-su hincién
de distribucion es continua en todo el ¢je numérico, la ignaldad
X = a es un acontecimiento posible cuya probabilidad es igual
a cero. Esto solamente quiere decir que al ser muy grande el nimero
de experimentos, serd muy raro que la magnitud aleatoria X tome
€l valor dado o, asi que la frecuen-
cia de este valor tendrd la ten-
dencia de aproximarse a cero.

“Dado que la probabilidad de la
jgualdad X = o, en el caso de una
funcién continua de distribucion,
€s ignal a cero, entonces la for-
mula (2.1.6) puede ser escrita en
la forma

Plo< X <<B)=F(B) — F (a),
(2.1.10)

A base de las propiedades estudiadas de la funcién de distribu-
cién, se puede tener una idea del caricter general de la curva qie la
refleja. Una vista aproximada de tal curva se muestra en la fig. 2.1.2.

A causa de que, al ser continua la funcién de distribucién, la
probabilidad de cada valor de una magnitud aleatoria, tomade por
separado, es igual a cero, dicha magnitud no puede ser caracterizada,
en este caso, por las probabilidades de sus valores. Por eso, surge
la pregunta: {Cémo se determina si es o no el nlimero dado z un
valor posible de la magnitud aleatoria, y se puede o no revelar cudles
de sus valores son mds probables y cudles menos probables? Se
puede contestar a esta pregunta sustituyendo los puntos del eje
numérico por intervalos pequeios correspondientes. Supongamos que
Azr es un intervalo infinitesimal. Entonces la probabilidad de que
la magnitud aleatoria X tome un valor comprendido entre z y x +
-+ Az puede servir de medida practica de la posibilidad del valor
dado de 2. En este caso es conveniente dividir esta probabilidad por
Az. Ahora bien, llegamos a la nocién de la densidad de probabili-
dad. Se llama densidad de probabilidad de una magnifud aleatoria
X al limite de la relacién de la probabilidad de la desigualdad
zl X <<z + Ar a la magnitud Az cuando Az — (:

(@)= lim PheXarhin (2.1.11)

Fig. 2.1.2.

Si la densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria X en el
punto x es distinta de cero, entonces x es un valor poesible de dicha
magnitud. 5i la densidad de probabilidad en el punio z, es mayor
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que en el punto xz,, se puede decir gue el valor z; de la magnitud alea-
toria X es més probable que el valor z,.

Expresando la probabilidad en (2.1.41) por la férmula (2.1.8),
obtendremos

f (a) = lim 2EE8_FE _ pr (g, (2.1.12)

Axarl 7

De este modo, la densidad de probabilidad de una magnitud alea-
toria es igual a la derivada de su funcién de distribucidn.

De la definicién (2.1.11) se deduce directamente la primera pro-
piedad fundamental de la densidad de probabilidad: la densidad
de probabilidad de una magnitnd aleatoria es una funcién no nega-

tiva
flz) =0. (2.1.13)

Integrando la féormula (2.1.12) y teniendo en cuenta (2.1.8), obten-
dremos la expresion de la funcién de distribueién de una magnitud
aleatoria en funcién de su densidad de probabilidad:

F)= | 1@ dz. (2.1.14)

Supouniendo que aqui x — oo y teniendo en consideracion {(2.1.7),
obtendremos la segunda propiedad fundamental de la densidad de
probabilidad

f1@as=1. (2.1.15)

—0o

De las férmulas (2.1.10) v (2.1.12) se deduce gue la probabili-
dad de que la magnitud alealoria X tome el valor comprendide
entre o y P es igual a la integral de
su densidad de probabilidad tomada
en los limites de o & f:

2 fi
Pa<X<P={/@ds (21.16)

reay oy = _

Fig. 2.1.3. El sentido geométrico dé esta férmula

- es evidente. La probabilidad de que

el valor de la magnitud’ aleatoria X se encuentre en el segmento

dado («, P) es igual al 4rea-de la figura limitada por arriba por la

curva que refleja la densidad: de probabilidad, por abajo per el eje

de-abscisas y por los lados, por las rectas z = e y = = B (fig. 2.1.3).

La igualdad :(2.1.15) indica: que. toda el irea limitada por la curva

que representa: la: densided de probabilidad y por eje de abscisas
es:igual a la unidad.
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~» La magnitud f (z) dr representa, con una exactitud de hasta
infinitesimales de orden superior, la jprobabilidad de que'la magni-
tud aleatoria X towe el valor en el intervalo (z, z 4 dz). De acuerdo
<on la terminologia adoptada en el andlisis esta magnitud se llama
elemento de probabilidad.

. La funcién de distribucién de una magnitud aleatoria, o su den-
sidad de probabilidad, o el conjunto de valores posibles de una mag-
nitud aleatoria discreta y las probabilidades de los mismos son dife-
rentes formas de expresion de la ley de distribucién de dicha magni-
tud. La ley de distribucidn, o sea la distribucion de probabilidades de

._Z'I.,.,

[ -7 ST

Ll
=

L T R,

x a gl
Fig. 2.1.4. Fig. 2.1.5.

una magnitud aleatoria es una caracteristica completa de la misma,
que determina sus valores posibles y permite comparar las probabi-
lidades de éstos.

Una de Jas mds difundidas leyes de distribucién de magnitudes
aleatorias es la ley normal de distribucién (Ley de Gauss) para la
cual la densidad de probabilidad se determina por la férmula

_- 1 = ‘:;:}.
(=) TV e =@, (2.1.17)
Esta ley de distribucién seré examinada en el § 2.5. Alli mismo, en
:; fig. 2.5.1, se da el grifico de la densidad normal de probabilidad
A1.47).

La distribucién de probabilidades para la cual la densidad de pro-
babilidad es constante en el intervalo (a, L) y es igual a ccro fuera
de este intervalo se llama uniforme. La densidad analitica de proba-
bilidad de una magnitud aleatoria uniformemente distribuida se
expresa por la férmula

[ it sie<<z<<bh
f{zy=4 t—e ! (2.1.18)
0 siz<<a ysi z>b.
El grafico de esta densidad se muestra en la fig. 2.1.4. Los valores
de la densidad de probabilidad en los puntos de discontinnidad
pueden ser tomados arbitrariamente, puesto que no infinyen en las
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integrales de la forma (2.1.16). Aplicando la férmula®(2.1.14), halla-
mos con facilidad la funcién de distribucién de una¥magnitud alea-
toria X uniformemente distribuida:

0 si v<Za,
F@y=y = sie<z<b, (2.1.19)
1 si z>b.

Ln la fig. 2.1.5 se da el grafico de esta funcién de distribucion.

La distribucitin de probabilidades para la cual la densidad de
probabilidad se determina por la i6rmula

itre~t™ s >0,

fag)= 0 si 20,

se lama de Rayleigh. 13l grafico de la densidad de probabilidad
para la ley de Rayleigh se presenta en la fig. 2.1.6.

(2.1.20)

)]
M-+

Fig. 2.1.0. Fig. 2.1.7.

Sustituyendo la expresion de la densidad de probabilidad em
la férmula (2.1.14), hallamos la funcién de distribucién de una
magnitud aleatoria X repartida segin la ley de Rayleigh

x
F (x) = 2R* 5 xg=h?e? dpe=1—e-t
i}

Si z < 0, esta funcién de distribucién es igual a cero. El grafico
de la funcién de distribucién para la ley de Rayleigh se muestra
en la fig. 2.1.7. -

La ley de distribucién a la cual corresponden la densidad de pro-
babilidad y la funcién de distribucién

flo) =ke ", Flz) =1 —etsiz >0, (2.1.22)

2,8

si x>0, (2.1.21)

se denomina exponencial,
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Una generalizacion evidente de las leyes de distribueién exponen-
cial y de Rayleigh es la ley de distribucién para la cual la funcién de
distribucidn y la densidad de distribucion se determinan por las for-
mulas

Fay=1—e"  f(zy=nkav=le-%" si 2>0. (2.1.23)

ista ley de distribucion fue aplicada por primera vez a los problemas
de la practica por Weiholl. En el caso particular, cuande n =1,
la ley de Weibull se transforma en expounencial. Cuando n = 2,
la ley de Weibull no ex mas gue la de distribueién de Rayleign.

Ejemplo 2.1.2. En la teoria de fiabilidad de los dispositivos antomaticos;
Iz fiabilidad de un elemento o de un sistema so caracteriza por la llamada in~
tenstdad media de fatlos ) (4), 1a cual representa una funcién de tiempo tal, que
siendo nultiplicada por di, ofrece {con exactitud de ipfinitesimales de orden
superior) la probabilidad cundicional del fallo del elemento en el intervalo de
tiempo (L, ¢ - di}, suponiendo que hasta ¢l momento ¢ el elemento funcionaha
normalmente. Conocienda lu funcidn 2 (£, se puede hallar la ley de distribucién
de la duracidn de sorvieio.

Para hallar 1a ley de distribucién de la duracién de servicio del elemento T,
examinemos dos acontecimientos: A4 (buen funciopamiento del elemento hasta
¢l momento ¢) y B (fallo del elemento en el intervalo de tiempo (¢, ¢ -+ d0).
Es evidente que el acontecimiento B no puede suceder sino junto con el aconle-
cimiento A, porque ¢l elementn puede fallar en el intervalo de tiempo (¢, £ + di}
solamente on el caso de funcionar bien huste el momento 1. Por eso P (H) =
= P (AB). y basindonos en ¢l principio de multiplicacién de probabilidades,

pudetnes  eseribir
PB) =P () P(B|A) (2.1.24)

Designenos las funciones incégnitas de distribucién y la densidad de probabi-
lidadl de la duracién de serviciv del clemento T por £ () y f (¢} respoctivamente,
La probabilidad del acontecimicnto B es igual, con exactitud hasta infinitesi-
males de segundo orden, al vlemento de probabilidad correspondiente:

P(BYy=P({-T<<t4dty=F(f)di= F(t)dt

La probabilidad del acontecimiento 4 se expresa por medio de la funcién de
distribneién de la duracién de servicio del elemento 7:

PA)=P(T2)=1—P(Il'<f=1—F().
Por fin, 1a probabilidad condicional P (& | A) 56 expresa por la intensidad media
de fallos del elemento A (1):
PAB | A) =2 () at.

. Sustituyendo las expresiones obtcnidas en la férmula (2.1.24), obtendremos,
-después de dividir amhos miembros por dt, la ecuscidn diferencial para la fun-
¢ibri de distribucion £ (t):

= Fr(g)y=[1—F (2)] A (t). (2.1.25)

tecimiento T == 0 e2 imposible y, por lo tanie, F (M) ;
Integrando la ecuacion diferencial (2.1.25), con la condicidn inicial de que
F{0) = 0, hallamos la funcién de disteibucién de la duracion de servicio del

" Dado que 1n duracién de servicio del elemento no pucde ser negativa, ol acon-
m =
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vlemento:

]
Ff)==1—esp {-_ j A ma‘;} : (2.1.20)
) 1t

De aqus, por derivacién, hallamos la densidad de probabitidad de L duracidu
de servicio del elemento:
i

f()="MA{t)exp {— g Lty dt} A

N

(2.4.27)

En el caso particular, de que la intensidad de fallos & (£) = A sca couslanle
las férmulas (2.1.26; ¥ (2.1.27), toman la forma

Flty=1—e, fy=he™™. (2.1.28)

De este moda, siendo constante la intensidad de fallos A, le duracidn de servicio
de nn elemento estd subordinada a la ley exponencinl de distribucién, lo que
explicu el gran papel que dicha ley desempedin en la teorin de fiabilidad de los
sistemas automaticns.

Ejemplo 2.1.3. Para los mismos datos del cjemplo anterior, hallar la pro-
babilidad condicional de que el elemento falle on el intervalo de tiempo (2, 2}
supnniendo gue funcione hien hasta el momento .

Examinemos dos acontecimientos: A4 (el [nucionamionlo normal del ele-
mento hasta el momento &), v B (el fallo del clemento en el intervalo de tiempo
{t1, t)). Valiéndonns de la formula (2.1.10) obtendremoes

PRy =P < T<<t)=¥(t)—F (L (2.1.29)
PAy=P(T2t)=1—P(F=<u)=1=F() (2.1.30)
Sustituyendo cstas expresiones en la fdrmula (2.1.24) ¥ tomando en cuenla que
en ol caso dado el acontecimiento # no puede producirse sino junto con el acon-
{ecimionto 4, hallaremos la probabilidad buscada de que falle ¢l elemento en cl

intervalo de tiempo (£, ¢z} a condicion de que hasta el momento #; haya fun-
cionado bien:

P(AB) _P(B) _F(t)—F (1)
Pdy P(A) =0y

Sustituyendo anqui la exprosion (2.1.26) para la funcién de distribueidn 17 (f)
ablendremaos  definilivamente

P(B)A)= (2.1.31)

P(B|A)=1—oxp { — tf A dt} i {2.1.32)
i

En el caso particular, en que la intensidad de fallos & es constante, la sustitu-
it de ta expresién de la funcién de distribucidn de (2.1.28) en la férmula (2.1.29)
ofrece la siguiente férmula para la probabilidad de que fulle el olemento en
el intervalo de tiempo (t;, &)

P{B}-—:e"”‘-—e"“". {2.1.33)
La sustitucién de la expresién (2.1.28) para la funeion de distribucidn en (2.1.31)
ofrece la siguiente formula para la probabilidad condicional de que falle el

«elemento en el intervalo de tiempo (ty, {3) a condicion de que hasta el momento
4y haya funcipnade bien:

P(B|A)=1—e-Hi-t, (2.1.34)
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§ 2.2. Aplicacién de las funciones impulsivas
y generalizacién de la nocién de la densidad
de probabilidad

La férmula (2.1.12) muestra que, segin la definicién comian de
la derivada, la densidad de probabilidad existe solamente en las
maguitudes aleatorias cuyas funciones de distribucién son conti-
nuas y lienen las primeras derivadas continuas por intervalos en
todo el eje numérico. Tales magnitudes aleatorias se denominan
continuas. Desde este punto de vista, por ejemplo, las magnitudes

aleatorias discontinuas (discretas) no

u poseen densidad de probabilidad. Sin

embargo, desde el punto de vista prictico
conviene ampliar el concepto de densidad
de probabilidad do tal modo que éste

¥

l d@

a1 £
Fig. 2.24, Fig. 2.2.2,

pueda ser extendido a cualesquiera magnitudes alealorins que se
encuentren en los problemas pricticos. Para aclarar el modo de
hacerlo, observemos que desde el punto de vista practico se puede
considerar que la [uncion de distribucioén de nna magnitud aleatoria
discontinna {de cuyo cjemplo puede servir la curva escalonada de
la fig. 2.1.1) tiene la derivada igual a cero por doquier, a excepcion
de los puntos zy, . . ., &,, ¢ igual al infinito en los puntos =y, . ..
<« @,. No obstante, en virtud de las férmulas (2.1.9) v (2.1.16)
la integral de esta derivada en un intervalo, todo lo pequeno que
se quiera, que contiene ol punto x; (y que no contiene otros puntos
z;) debe equivaler a p,. La funcién que posee tales propiedades se
prede conslruir sirviéndose de la nocién sobre 1a funcién delta impnl-
siva, introducida por primera vez por el famoso fisico inglés Dirac.

Se Hama funcidn delte impulsiva de Dirac a la [uncion que cs
igual a cero por doguier, salve el origen de coordenadas donde ésta
toma un valor infinite de modo que su integral, en cnalquier inter-
valo que contiene el origen de eoordenadas, es igual a la unidad:

G(z)=0 s x40, ]
8 (0} = co.
e (2.2.1)

S §(z)dr=1 para ecualquier = > 0.
-t

A=0DAR
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Paca que, teniendo en cuenta la delinicién adoptada (2.1.1)
de la funcién de distribucién, se pueda usar la funcion delta en
lo gue toca a la derivacion de las funciones de distribucién disconti-
uuas, es necesario subordinarla a una cosndicion complementaria.

e

0
\ 8(x)dz=0, 56 {z)dz=1 para coalquier £ >0, (2.2.2.
u i}

La funcién que posce tales propiedades pucde ser obtenida, por ejem-
plo, como limile de un impulso rectangular positivo del drea unitaria
cuando la duracion de este impulso tiende a cero (2.2.1). Es todavia
mis cémodo definir la funcién delta como limite de la densidad
exponencial de probabilidad si k — oo [véanse las férmulas (2.1.22))
(fig. 2.2.2):
0si z<<0
S8y (o) = o
() \ ke si x> (.
Es evidente que para cualquiera £ = 0 esta funcidn tiende a cero
euando k — oo *. 8i z << 0, ésta es igual a cero. 5i # = 0, dicha
funcién ercce ilimitadamente cuando k — oco. Por [in, para cual-
qaier =0
= 2
j Su (#) da=F E e dr =1 —g=he,
n
Cuando % — oo esta expresién tiende a la wnidad. De esle modo,
la funecién obtenida en el limite para & — oo satisface también las
condiciones (2.2.2)
La propiedad fundamental de la funcién delta viene expresada
por la férmula
x4E xte
[e@s—na= | e@oCE—ndi=g@, @24
x=g xle
que es valida para toda funcién continua ¢ (z). Para convencernos
de esto, examinemos la integral
xE 2
[o@bE—y&E=[oe-—1n80a,
x—E —~B
donde por &, (£) se designa el impulso unitario rectangular mostrado
graficamente en la fig. 2.1.1. Es evidente que para cualquier ¢ >0
se puede tomar I << &. Entonces obtendremos

#) En efecto, abriendo lu indeterminncion segin la regla de L'Hépital,
obtendremos

LN P B

lim ke~k*=1lim
hE kv zeh

ko hesen
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xte
{o®oa—pa=1

xX-E
o bien, aplicando el teorema de la media

E 1
f o®8@—ydE=10¢6—0) |d=g@—0).
xX—E 0

@ (z—1)dt

Sy e

donde 0 es cierto valor medio de ¢ en el intervalo (0. 1): 0 << 6 < L.
Al pasar al limite, cuando I — 0, la magnitud 0 tiende a cero y obten-
dremos

:-};r.- 'z -
fe@se—y&=0G@), (@29

x=F I
lo que demuestra precisamente el primer i
miembro de la férmula (2.2.4). De modo ;
andlogo se demuestra su segundo miembro. 0] i
Puesto que la funcion subinlegral en
(2.2.4) es igual a cero para lodos los
valores de E, excepto £ = z, los limites
de integracién se pueden ampliar arbitrariamente. Como resultado,
para todo intervalo (¢, ») que contiene el punto z, a <<z <Z b,
obtendremosb

b
fe@se—na=fe@ic—nd=qw. @20

Kig. 2.2.3.

Observemos ahora que la funcién delta puede ser considerada
como derivada de la funcién unidad escalonada 1 (x) que se deter-
mina por las igualdades

0 si a0,

1 (.1‘):-{1 si x>0,

En la fig. 2.2.3 aparece el grafico de la funcién uuidnd escalonada.

Usando la funcién delta impulsiva, se puede determinar la
densidad de probabilidad para cualesquiera magnitudes aleatorias,
en particular, para las discontinuas. Es ficil comprender que la
densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria diseconlinua X

(2.2.7)

con los posibles valores zy, .. ., %,, cuyas probabilidades equivalen
respectivamente a py . . ., p,, se expresa por Ia formula
f(z)= E! pib (c—z). (2.2.8)
i=

En cfecto, esta funcién es igual a cero por doquier, salvo los puntos
Zyy . . .y Z,, es infinita en log puntos zy, ..., z, ¥ su integral en
el intervalo, todo lo pequeiic que se quicra, que contienc un solo

q*
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valor posible z,,, es igual a p.:

xte xpte
§ 1@ da=pu [ se—ayde=pn (k=1,..om 229

xp—8 2pete
Si la funcion de disteibncion liene saltos iguales a py, o . . Py
en los puntos &, . . ., &, respectivamente, y entre eslos punios cs

continua, entonces, testando de ella la expresion

n
2 pil (s — 1),
i=1

obtendremos una funcién continua. Por cso, la funcidn de distri-
bucién de toda magnitnd aleatoria X, que se puede encontrar
en los problemas de la prictica, puede ser representada en la forma

F(z)=F, (m)+§i pil (@ — 1), (2.2.10)
donde F, () os una funcion continua y py, . . o P, los saltos de
I (z) en los puntos &, . . ., ,. Gon ello, la funcién Fy (z) préctica-

mente siempre resulta ser diferenciable por intervalos. Por eso,
derivando la formula (2.2.10) ¥ teniendo en cuenta que la derivada
de la funcién unidad esealonada es una funcion delta, obtendremos
la siguiente expresién de la densidad de la probubilidad de cualquier

magnitud aleatoria X:
L

l‘("’)=f1{x}+l§m§(-ﬁ—m), 2.2.41)

doude f, (z) es wna funcién cuya integral en cralquier intervalo
infinitesimal es una magnitnd infinitamente pequeiia.

La magnitud aleatoria cuya densidad de la probabilidad re-

presenta la suma de una funcién corriente y de la combinacién lineal

de funciones della pertenece a las magni-

¥ tudes aleatorias de tipe mizio. Los valores

ar=x posibles de una magnitud aleatoria de tipo

) mixto forman un conjunto continuo o varios

| conjuntos continues sin elementos comunes.

/’“ @z Sin embargo, a diferencia de las magnitudes

aleatorias continuag, una magnitnd aleaforia

de tipo mixto siempre tieme un conjunto

discreto de posibles valores exclusivos cada

uno de los cuales tiene una probabilidad

diferente de cero.

Bt |~ |

......[_q

Fig. 2.2.4.

E'emglo 2.2.4. La sefial de entrada de un elemento no lineal con una zona
limitag]a o linealidad (fig. 2.2.4) represonta una magnitud aleatoria X distri-
buida uniformemente on el intervalo —2,5a << z << 1,5a. La seiial de salida
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del elemento estd limitada, en valor absoluto, por el nimero « y es igual a la
sefizl de entrada cuando gsta Gltima tiene el valor en los limites de (—a, a).
Hallar la ley de distribucién de la sefial de salida ¥ de dicho elemonto no Jineal.

Segiin la_definicién, la funcién de distribucién de la magnitud aleatoria
¥ representa la probabilidad de cumplirse la desigualdad Y < y, probabilidad
que 3e considera como funcidn de y. Puesto que la seiial de su]ilfa el slemento
no puede ser menor que —ag, entonces, siendo y <= —a, su funcién de distri-
bueién Fy (y) es igual a cero. Come la sefial de salida del elemento sxaminado
es siempre menor que g, enlonces, al Ser y = a, su funcién de distribuci6n
Py (y} es igual a la unidad. Iin el intervalo —a« << y < a la designaldad ¥ < y
eg equivalente a la desigualdad X < y (fig. 2.2.4) ¥ por eso

E(py=P(Y <y}=P (X <y)=1F(y),

donde F; (y) es el valor de la funcién de distribucién # (z) de la sefial de entra-
da X cuando x = y. En virtud de la férmula (2.1.19).

Fr@="t2% i 250 <z <150,
Por consiguiento,
)
Fy fy}="”+4i“’“ 5i —a<y<n.

De este modo, la funcién de distribucién de la sefial de salida ¥ del elemento
no lineal examinado se dotermina

por la férmala AN
i 0 8Bl y<—a 1
2,5a " i
Fa ()= y_+4a_ si —a<ly<a i
: i oy a. :
(2.2.12) ! !
ESt?S Il.lnr.iit'm Liene saltos iguales a 3/8 I i i
vy 48 en lospuntosy = —a y y = a. : - b * i
!E] Egrzi[ico de estu funcién aparece en 3¢ 24 ¢ & @ Fa Ja y
a fig. 2,2.5. o]
La densidad de la probabilidad de Fig. 2.2.5.

la magnitud aleatoria ¥ os, evidente-

mente, igual a cero cuando y <2 —a y cuando y > a, y on el inlervalo —a < ¥ <
< a tiene el valor constante 1/4a. Los saltos de la funcién de distribucin, de
acuerdo con la férmula (2.2.11), dan una combinacién lineal de funciones delta
8 {y -~ a) ¥ & (y — a) con lns cocficientes correspondientemente iguales a 4.8
y 1/8. Por lo tanto, Is densidad de la probabilidad de la mugnitud aleatoria ¥
se puede expresar por la férmula

1) =75 W+ 0—1 G—a) + S8t +4 5 —a). @21y

De este modo, la magnitnd aleatoria ¥ tiene un conjunto discontinuo de
prsibles valores que llenan cl intervalo (—«, a) y, ademds, tiene dos valores
especiales —a y a que tienen las probabilidades 3/8 y 1/8.

Ejerplo 2.2.2. Segin los requisitos, un sistema automdtico debe tener
la duracion de servicio ¢, Si durante este periodo de tiempo el sistema falka,
éste se somote a la reparacion y vitelve a cmplearso hasta gue sirva el plazo ¢,
Hallar Ia ley de distribucién del tiempo de funcionamiento del sistoma después
de la primera reparacion §
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Lis evidente que la magnitud aleatoria S estd ligada con el momento del
primer fallo del sistema 7' por la férmuin

q-—{ 0 si T =4,
Gl th— T si T<ty,

5 no puede ser una magni tud negaliva, Por eso, cuando s < 0, la funcién de
distribucién #y {s) de la magnitud alentorin § es igual a cero. Cuando s = 0,

56

Fig. 2.2.6.

olla se expresa por la funcién de distribucion F (n del momento det primer
fallo ded sistema T

P =PSan=Ply—T<y=P(T=i—s=1 —P(I<<ty—s=

=1 —F(ty—3).
Sustituyendo aqui la expresién (2.1.26) propia a la Fancién de disteibucién de
la duracién del servicio sin fallos del sistema T, obtendremos
tn—8

Py =oxp {_ i ;.ma:} s DL <. @.2.14)

De aqui se ve que cuando s — -0 la funcion de distribucion del tiempo de iun-
cionamiento del sistema después de la primera reparacién § tiende a un valor
distinto de cero:

ty

- [ (o
Fy(4+0)=exp 1 'E Fa 1] de} .

Cuanda s — £y, [a funcién de distribucién ¥y {s) tiende a la unidad. Derivando
la férmula {2.2.14) con respecto A s ¥ teniendo en cuenta que Fy {s) = 0, siendo
s < 0, hallaremos la densidad de la probabilidad de la magnitu aleatoria §:

i

4 (5)==A (tg— ) 0P {-‘T AL) dx} +8(s)exp {,_ il MY a't} . (2245
[

En el caso particular cuando la intensidad de fallos & () =) esconstante,
las formulas (2.2.14) y (2.2.15) toman la forma

Fy(s)=e M09 si (<5<t {2.2.16)
fo(s)=heMo=9 L Mog () si 0Ls L. (2.2.47)
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En las [igs. 2.2.0 y 2.2.7 se muestran los graficos de la funcién de distribucién
y de 1a densidad de la probabilidad de In magnitud aleatoria S. Vn la fig. 2.2.7
se indica ronvencionalmente por la flecha vortical la funcién delta & (5} con-
tonida en la expresin de la densidad de la pro-
babilidad. £

Vemos que el tiempo de funcionamiento del
sistema S, después de la primera reparacién
hasta ¢l fin de la duracién de servicio, Tepresenta
una magnitud aleatoria mixta que cuenta con
valores posibles gue llenan continnamente el
intervaly 0 < s< ¢ ¥ con un valor posible —

exclusivo s = 0 que posen una probabilidad gl fy §
distinta de eero. . .
Ejemplo 2.2.3. En el problema de doetec- Fig. 2.2.7.

cién de la sefial en los ruides, la amplitnd

de la sefial Gtil 7 es de ordinario una magpitud aleatoria que puede tomar
cualquier valor, tantoe posilivo como nepative. La amplitud Jde la sefial
¢ s igual a cero enando Ia sefial no esld presente v se recibe sélo ruido. Si
igual gue en los cjemplos del § 1.3, Ia probabilidad de la ]pres-cnc.ia do la sefial
ez igual a p, entonces, la probabilidad de 1a ausencia de lu sedal, es decir, la
probnbilidad del valor cero de su amplitud es igual a ¢ = 1 — p. Do esto moda,
Ia awplitud de la gefial U no es mds que una magnitud aleatoria de tipn mixto

/'

a i3 a1 u

Flu)
7

Fig. 2.2.8. Iig. 2.2.9.

con valores posibles que llenan continuamente todo el ejo numérico ¥ €on un
valor posible cero exclusivo que tiene la probabilidad g. En las figs. 2.2.8 y
2.2.9 se muestran los gréficos de la funeitn do distribucion F (u) y de la den-
ziliad d(;a probabilidad 7 (u) de la amplitud de la sefial dtil en el problema de
eteccidn,

Observemos que la condicién de que la funcién delta sea unidi-
reccional (2.2.2) es necesaria sélo para que las férmulas concernien-
tes a las funciones de distribueidn y a las densidades de la probabili-
dad concuerden con la definicién adoptada (2.1.1) de dicha funcién.
Por eso consideraremos que a esla condicién la satisfacen solamente
las funciones delta que forman parto de la expresién para las den-
sidades de la probabilidad.

En los problemas de la Teoria de funciones aleatorias y de la
Teoria de direccién automdtica es cémodo considerar que la funcion
delta es par. Entonces, en vez de (2.2.2), tendrdn Iugar las ignalda-
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des
4

0
j §(2)de= g 6 (2) de ='lz para cualgquier e >=>0. (2.2.18)

Con ello, la funcién unidad escalomada 1 {(z) se delermina por fa
formula

0 si aw<0,
t@=4q+ si z=0. (2.2.19)
1 si x>0,

En la fig. 2.2.10 se muestra el grifico de la funcién 1 (z) de acuerdo
con esle caso.

La funcién delta par se puede oblener, por ejemplo, como el
limite de la densidad normal de la probabilidad cuando o -0
[véase la formula (2.1.17))

acd

8 (2) =_.U_:/TB‘%=—. (2.2.20)

En efeclo, para cualquier z == 0 esta funcién tiende a cero s1 0 — 0.
Cuando z = 0 ésla crece infinitamento si ¢ — 0. Por fin, para cual-
quier & =0

‘f:_____ T { & o
(@[.f:}dx:—-_ - j e 207 dp=
a4 o’/ 2a Je
il =

' 7 I P
Fig. 2.2.10. V= J,
Yoo

Si ¢ — 0, esta expresién tieade a la unidad [vépse la formula (2)
del suplemento 1]. Esto se deduce Lambién del hecho de que el area
total dispuesta bajo la curva de la densidad de la probabilidad es
igual a la unidad.

Para lo ulterior necesitamos todavia representar la funcion delta
par por la intcgral de Fourier. Para esto apliquemos la férnwula

o e
g ent=bRtt gy — ._15._1 s
“

{véase la formula (1) del suplemento 11. Haciendo en esta férmula
n =iz, b= ol V2 y sustituyendo la variable de integracién ¢
por la variable @, ohtendremos la representacién de la bincién 84 (z)
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‘por la integral de Fourier:
w202

T do.  (2.2.21)

Tl —

xg { o
T I
e o je

el

mm=;¢§—

Al pasar aqui al limite para @ — 0, obtendremos la incdgnita repre-
sentacién buscada de la funcién delta por la integral de Fourier:
8 (2) == S £10x oo, (2.2.22)

-0

Al sustituir la funcién exponencial por su expresién mediante
las funciones trigonométricas, segtn la férmula de Euler

elvr = cos wr -~ i sen we, (2.2.23)

reduciremos la férmula (2.2.22) a la forma

6 () —-,I—IL Y cus oz dw - £ 5 sen w..-:dm].
Aqgui la segunda integral es ignal a cero como integral de la Iuncién
impar en los limites simétricos. Por consiguiente, la [uncién delta
puede ser representada por la integral do Fourier en la forma real:
o Bl
: 1 1 9 9
8 (&) =5 5 cos 0z dw=— 5 cos wx dw., (2.2.24)
-0 1}

Observemos que las integrales de las formulas (2.2.22) y (2.2.24)
divergen. I'or eso conviene entenderlas como lmites de las integra-
les convergenles correspondientes: de la de (2.2.21) v de la que se
obtiene sustituyendo la funcién exponencial ef** en (2.2.21) por
la expresidn (2.2.23). Las {érmulas (2.2.22) y (2.2.24) son ftiles para
muchas aplicaciones. En particular, las necesitaremos en el capitulo 5.

En las aplicaciones se necesita frecuentomente valerse de las
derivadas de la funcion delta. Formalmente se pueden definir como
limites, cuando o — 0, de las derivadas correspondientes de la den-
sidad normal de la probabilidad &, (x)} determinada por la formula
(2.2.20).

Cumpliendo en la férmula (2.2.6) la derivacién de la integral
con respecto al pardmetro z, obtendremos la formula

b 1
fo@s@-va=—[o@dE-—ad=¢ (@@ (2225
a o
valida para cualquier z, ¢ << & <Z b y para toda funcién ¢ (z) que
tiene continua la primera derivada. Progiguiendo de tal modo,
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obtendremos la [6rmula
b
| ¢ (8) 6 (z—E)dz =
% 1
oAy f @ (5) 8™ (E—z) dE =™ (2), (2.2.20)

a

vilida para cualiquier 2, ¢ <z << b, y para teda funcién g (z) que
¢S continua junto con sus derivadas hasta el orden n inclusive.
La deduceién dada de las formulas (2.2.25) y (2.2.26) no es rigu-
rosa, Para deducirlas rigurosamente, es suficienle sustituir la fun-
cién delta en las integrales precedentes por la densidad normal
de la probabilidad 8, (z), que se determina por la férmula (2.2.20),
cumplir la integracién por partes y luego pasar al limite para o — Q.

§ 2.3. Momentos de una magnitud aleatoria

En el § 1.2, se indicd que como caracleristica numérica experi-
mental de nna magnitud aleatoria X puede servir su valor medio
estadislico

n
m;={21 zi AF* (x)), (2.3.1)

donde z, ... x, son los valores tomados por la magnitud aleato-
ria X como resultado del experimento y AF* (z;) son los incremen-
tos de la funcidn estadistica de distribucién en los puntos zy, . . ., z,.
‘Como resultado de las pruebas, toda magnitud aleatoria puede tomar
solamente un conjunto finito de valores. Sin embargo, tedricamente,
los valores posibles de una magnitud aleatoria pueden continnamente
distribuirse en cierto intervalo. Por eso, de andlogo tedrico del valor
medio estadistico de una magnitud aleatotia X sirve la integral

My = f @ dF (z) = 5 zf (z) dz, (2.3.2)

<donde F (z) es la funcién de distribucién de la magnitud aleatoria
X y f{2) es la densidad de la probabilidad de 1a misma. Esta magni-
tud se llama esperanza matemdtica o valor medio de la magnitud
aleatoria X *). La esperanza matemdatica de una magnitud aleatoria
es el resultado de la toma probabilistica de todos sus valores posibles

*) 8i en la férmula (2.3.2) la integral no existe, la magnitud aleatoria no
‘tiene esperanza matematica. Sin embargo, tal caso casi no se encuontra en los
problemas de la prictica,
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cuando el peso de cada uno de estos valores se toma igual a la den-
idad de la probabilidad del mismo.

Si los experimontos se repiten ilimitadamente, la frecuencia
de que los valores de la magnitud aleatoria se encuentren en el inter-
valo pequeiio (z, 2 -+ Az) se estabilizara cerca del elemento de pro-
habilidad correspondiente f (z) Az. Poreso el valor medio cstadistico
m¥ tenderd a estabilizarse cerca de la esperanza matemdética .

Designaremos la esperanza matemitica de una magnitud aleato-
ria X también por el simbholo M [X}:

My = M IX]. (2.3.3)

Al genoralizar 1a definicién de la esperanza matematica, determina-
remos lu esperanza matemiilica de cualquier funcién, real o compleja,
< (X) de la magnitud aleatoria X por medio de la igualdad

M [ (X)] = g ¢ (2) f (@) da. (2.3.4)

Esta determinacién concuerda por completo con el sentido de
la esperanza matcmiatica: La esperanza matemdtica de una magnitud
aleatoria @ (X) se determina como su probabilistico valor medio
pesado, cuando a cada valor posible ¢ (z) de la misina so da el peso
igual a la densidad de la probabilidad correspondiente [ (z).

Suponiendo en la férmula (2.3.4) g¢f(x) =2"(r =1, 2, ...),
determinaremos los momentos de una magnitud aleatoria X. Se llama
momento inicial del orden r o sencillimpente momento del orden r de
la magnitud aleatoria X a la esperanza matemdtica de su r -¢simo
grado:

o

=M X'} = 5 2 f (2) d. (2.3.5)

—og

125 evidente que la esperanza matemdtica de la magnitud aleatoria
X representa su momento de primer ovden: m, = oy.

Los momentos de diferentes érdenes de una magnitud aleatoria
pueden servir de caracteristicas numéricas de la misma. En este caso,
es evidenle que una sela esperanza matemética no puede de ningin
motlo ser caracteristica suficiente de la magnitud aleatoria, sino
gue determina solamente el valor medio cerca del cual so dispersan
los valores posibles de dicha magnitud. Para caracterizar la fluctua-
cién de la magnitud aleatoria es necesario valerse de otras cavacte-
risticas wmmndéricas. n el § 1.2 ha sido introducida para esle fin
1a dispersién estadistica de la magnitud aleatoria determinada por
la f6rmula (1.2.17) 6 (1.2.21). La caracteristica tedrica correspondien-
te se obtiene sustituyendo en la formula (1.2.21) la suma por la inte-
gral y el elemento de la frecuencia 7* (z;), por el correspondiente cle-
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mento de probabilidad dF (z) = f (z) dz. Una cavacteristica tejrica
m4s amplia de la magnitud aleatoria la constituye el momento cen-
tral de orden r que se determina por la férmula

Mr=M (X —my) 1= S (x—my)" f(2) dz. (2.3.6)

En lo sucesivo nos encontraremos frecuentemente con la diferen-
cia entre la magnitud aleatoria y su esperanza matemdética. Por
eso convengamos en lamar magnifud aleatoria cenirada a esta dife-
rencia y sefialarla con un pequeiio cero en calidad de indice superior

X=X —m, (2.3.7)

Entonces el momento central de orden r de una nagnitnd aleatoria
X puede ser determinado comao la csperanzuy matematica de r-ésimo
grado de la correspondiente magnitvud aleatoria centrada

pe = M IXYT. (2.5.8)

De la férmula (2.3.6) se deduce que para cualquier magnitud
aleatoria el momento central de primer orden es igual a cero. EL
momento ceniral de segundo orden puede ser tomado en calidad
de la caracteristica de [luctuacién de los valores posibles de la mag-
nitud aleatoria y se llama dispersion de la misma. Designaremos la
dispersién de una magnifud aleatoria X con D [X] o més breve-
monte con D,.

Da=D[X] =M [(Xo)? = 5 (r—m) f(z)de.  (2.3.9)
-0
De este modo, la dispersién de la magnitud aleatoria representa
la esperanza matemética del cuadrado de la correspondiente magni-
tud aleatoria centrada.

Para tener una idea mas clara acerca del sentido de la esperanza
matematica y de la dispersién de la magnitud aleatoria. conviene
aprovecharse de la analogia mecénica. Examinemos tal distribucion
de 1a masa en una linoa recta (véstago) con la cual la densidad de la
masa en cada punto es igual a la densidad de la probabilidad de la
magnitud aleatoria. La masa distribuida en toda la recta serd igual
a la unidad en virtud de la propiedad (2.1.15) de la densidad de la
probabilidad. Es evidente que entonces la esperanza matematica de
1a magnitud aleatoria representara la coordenada del cenlro de masas
del vastago:

K zf (z) dz =
T, m, = =\ 2] (2} dT=m,. (2.3.10)

§ fla)dz <=
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De la férmula (2.3.9) se ve que de anfiloge mecdnico de la disper-
gién de la magnitud aleatoria sirve el momento central de inercia
del vistago. Cuanto mayor sea el grado de concentracién de la masa
cerca (lel centro de masas del vistago tanto menor serd la dispersién
de la magnitud aleatoria correspondiente.

Aplicando la formula del binomio de Newton, se puede expresar
todos los momentos centrales de una magnitud aleatoria por medio
de los momentos iniciales de la misma. Le dejamos al lector que
deduzea por si mismo las férmulas generales y nos limitamos a deducir
la correlacién entre la dispersién, la esperanza matematica y el
momento de segundo orden de la magnitud aleatoria. En virtud de
las formulas (2.3.2), (2.3.5) y (2.1.15) tendremos

Di=py= S (x—my)? f(z)dz= j (2* —2m,zx 4-mi) f (z) do =

=g —2mE b mi =g — My =y —of,
D¢ este modo,
Dy =y —of =0y —mi. (2.3.11)

Lista formula es analoga a la férmula conocida de la meednica
tedrica que expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto
a cualquier eje por medio del momento de inercia respecto al eje
paralelo que pasa a Lravés del centro de masas del cuerpo.

La dispersion de Ia magnitud aleatoria tiene la dimensionalidad
del cuadrado de la misma. Para los fines practicos conviene mis
tener la medida de fluctuacién de la magnitud aleatoria cuya dimen-
sionalidad es igual a la de esta 0ltima. En calidad de tal medida
se Loma la desviacién cuadrdtico-media de la magnitud aleatoria que
se detormina como la raiz cuadrada positiva de la dispersién do
esta 1illima.

o, = VD,. (2.3.12)

De modo anélogo, en vez del momento inicial de segundo orden con-
viene frecuentemente tomar la magnitud

n="Va (2.3.13)
que se denomina valor cuadrdtico medio de la magnitud aleatoria.

Ejemple 2.3.1. Para la magpitnd aleatoria X distribuida uniformemente
en ol intervalo a << & << &, las formulas (2.1.18), (2.8.5) v (2.3.6) dan

Brel —grel
(r+1)(b—a)’

b
‘ Zrds =

o

Up =
L b—a

fp= bla j (;;_#)"dr: (b —a)yr

b 0 si r es impar
J { m 8i r es par,
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Ejemplo 2.3.2. La esperanza matemdtica y ¢l momento inicial de segundo
orden de la magnitud aleatoria X, distribuida segin la ley de Rayleigh, de
scuerdo con (2.1.20), (2.8.2) ¥y (2.3.5) se determinan por las férmulas

Ty = 2h? § 2% M g = Va

2h
o { t)
o= 2R3 5 e~ g o 7
[

Sustiluyendo estas expresiones en la férmula (2.3.11), hallamos la dispersién
de la magnitud aleatoria X:
m 1
Dx—ag—mi= (1 —'-4"') F'
Ejemplo 2.3.3. La esperanza matemitica y la dispersion de la magnilud
alr?toria reparlida segiin la ley exponencial (2.1.22) se determinan por las f6r-
mulas

¢ i
m_xcfr i Iz_f‘xdx_——.:_— i

o0
1
Da:=0(2—m;-=k 5 xa=hr GI_FI%-’_ .
0

Fiemplo 2.3.4. En las condiciones del t-.jem]lﬂn 2.2.1 lia esperanza matemd-
tica, ¢l momento inicial de segundo orden y la dispersidn de la sefial de salida
de un elemento no lineal sou iguales a

a oo o
1 3 1 L
My = S ydy—i—-—-g— S yﬁ(y-l—a)dy—i—T 5 yé(y — a)dy = i
~a —ta -0
u:=%a5, Db,:ct._;—m;:%ﬂz.

‘F,jt?m]p!(; 2.3.5. En las condiciones del ejemplo 2.2.2. la esperanza mato-
mitica, el momento inicial de segundo orden y la dispersidn ‘Tel tiempo de
funcionamiento S de un sistema automético después de la primera reparacién
se determinan por las férmulas

1
y= 5 s [he= M=) 1 o=og (5) ds=tg——1r (1 e=Ma),

2t 2
o =th— L g (1= M),

1 = 2ty -
Dy= gy (1 — e~ ey S =2,

Deduzcamos las férmulas generales para la esperanza malemitica
v la dispersién de una magnitnd aleatoria discrela. Basdndose en

*) Véanse las férmulas (13) y (14) del suplemento 1.
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lo expuesto en el parrafo anterior, la densidad de la probahilidad
de una magnitud aleatoria discreta X se expresa, mediante sus valo-
res posibles z; y las probabilidades correspondientes p;, por la
férmula (2.2.8). Sustituyendo la expresién (2.2.8) en la férmula
(2.3.2) para la esperanza matemdiica, obtendremos

oo n n ©a
My = S z 2 pib (x—a}dz= 2 pi Y 20 (z—zy) dx
—ca  i=1 i=1 Sen
De aqui, en virtud de (2.2.6) obtenemos
My= 2\ Pil; (2.3.14)
i=1

De este modo, la esperanza matemdtica de una magnitud aleatoria
discreta es igual a la suma de los productos de los valores posilles
de la misma por sus probabilidades. La férmula obtenida se consi-
dera frecueniementie como determinacién de la esperanza matemitica
de la magnitud aleatoria discreta. De modo semejanie oblendremos
la férmula siguiente para la dispersion de wvna magnitud aleatoria
discreta X:

De=3 pilri—ms)* (2.3.15)

La comparacién de las férmulas (2.3.14) y (2.3.15) con (1.2.16)
¥ (1.2.19) respectivamente comprueba una vez més que la esperanza
matematica y la dispersion son los andlogos tedricos de la media
empirica y de la dispersién empirica. En las férmulas (1.2.16) y
(1.2.19) los valores de las magnitudes aleatorias X y (X — m,)?
obtenidos experimentalmente se multiplican por las frecuencias
de estos valores halladas como resultado de pruebas. En las férmu-
las (2.3.44) y (2.3.15) los valores posibles de estas magnitudes se
multiplican por las probabilidades de dichos valores.

Ejemplo 2.3.6. Hallar la csperanza matemitica ¥ la dispersién de 1a mag-
nitud aleatoria X subordinada a la distribucién binominal (2l nimero de veces
que se produce el acontecimiento al efectuar n experimentos independientes).

En el § 1.4 se demostré que la probabilidad Pj,, de que eierto aconteci-
micnta snceda k veces al efectuar n pruchas indepondientes es igual a

Py, n=Cpptgn=t (p4-g=1).

Compongamos la funcidn § (u):

n n
S (1) ={g4-pu)n= Z Cﬁp"‘q""“uh= s‘, Pp, puh,
h=0D k=0
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Entimces oblendremos

n
my== P Py, nk=8"(1)=np(q+p)"~1=1p,
k=0

d
ety [ 108" (0} | i = ta - m0)

Ly = npg.
§ 2.4. Tuncion caracteristica de una magnitud aleatoria

lin muchos problemas, como caracteristica 0til de la magnitud
alealoria sirve su funcidn caracteristica. Se llama funeidn caracteris-
tica de una magnitud aleatoria X a la esperanza malemaitica de la
magnitud aleatoria compleja e*X considerada como funcijn del
pardmetro A. Aplicando la férmula (2.3.4), oblendremos la expresién
siguiente para la funcién caracteristica de la magnitud aleatoria X:

g (h) = M [e] = S €ivXf (7) dir. 2.4.1)
P'nesto que | et | =] para cualesquiera valores reales de A y z,

entonces, eu virtud de la propiedad principal de la densidad de la
probabilidad (2.1.15), la funcién caracteristica para cualquier valor
real de A no sobrepasa en mddulo a la unidad y es igual a la unidad
cuando & = 0.

La densidad de la probabilidad f (b) de una magnitud aleatoria
continua X es funcién integrable no negativa en Lodo el eje numérico.
’or eso, si es continua o tiene un namero finito de puntos de discon-
tinuidad, pnede ser representada por la integral de Fourier *):

f@=5 § ar | 1@ene-ndz (2.4.2)

Se puede demostrar que esta férmula es vilida también en caso
de que f (xr) contenga una combinacién lineal de las funciones del-
ta**), De este modo, la férmula (2.4.2) es vélida para las densidades
de las probabilidades de magnitudes aleatorias cualesquiera. Pero
en virtud de (2.4.1)

[ 1@ ent-ndg—evx [ (5 di=evrg 0.

*y (. I. Fichtenholz, Curso del Céleulo diferencial e integral. Fizmatguaiz,
1959, cap. 19, § 6.

**) Véase, por ejemplo, V. 8. Pugachev. Teoria de magnitudes aleatorias
y su aplicacién en los Rmhlmnaﬁ del mando antomatico. Fismatguiz, 1962,
¢ap. 4. (Versién inglesa: V. S. Pugachow. Theory of Random Funetions and its
Application to Control Problems. Pergamon Press, 1965 chapt. 4).
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Por eso la férmula (2.4.2) puede ser escrita en la forma
J@=gr | eg@)da. (2.4.3)

Ista [6rmula expresa la densidad de la probabilidad de la magnitud
aleatoria X por medio de su funcién caracteristica.

De este modo, la fupcién caracteristica de una magunitud aleato-
ria es su caracteristica probabilistica completa. Conociendo la fun-
cién caracteristica de la magnitud aleatoria, se puede hallar la den-
sidad de la probabilidad de la misma y, por consiguiente, la fun-
cién de distribucion, es decir, determinar por .completo. la.ley de
distribucion de la magnitud aleatoria.

Las férmulas (2.4.1) y (2.4.3) muestran que la funcién caracteris-
tica y la densidad de la probahilidad de una wmagnitud aleatoria

estan cnlazadas por un par de transformaciones reciprocamente
inversas de Fourier.

Ejemplo 2.4.1. La funcidn earacteristicn de la distribucion binomial se
expresa por la [Grmula

g)= 3 Chpmgn-me™ = (g4 pethyn. (2.4.4)

m=0

. Ejemplo 2.4.2, La funcién caracteristica de l::ua]qumr magnitud aleatoria
discreta se expresa por la formula

g=" S ™, (2.4.5)
\-‘H=1

donde =, . . ., 5 500 los valores posibles de la magnitud aleatoria y py, . . .,

son las probabilidades de estos valores, La férmula (2.4.5) es vilida- inmbsen
cuundo n = oo,

Ejemplo 2.4.3. La funcibn caracteristica de una magnitud aleatoria re-
partida uniformemente’ o el intervalo « <<z < b liene la furma

b
gh=7

i 1 T F
M gz =0 (et — girmy, {2.4.0)

a

Ejemplo 2.4.4, La funcién caracteristica de una magnitud aleatoria dis-
tribuida segin la ley exponencial se expresa por la f(Grmula

k
gh)=k 5 e Xt gy — - (2.4.7)

Ejemplo 2.4.5. La [uncion caracteristica de la sefial de salida ¥ en el ejem-
ple 2.2.4 se determina por In {érmula

-y
<
=

]
5=
'
g0

) 3 1
ot {li (y+a)—1tsf~—a)l+Tﬁ(y+a)+-§'ﬁ(a*ﬂ)} dy =

=~ B Mg Qus)

5—0938
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Ejemplo 2.4.6. La funcién caracteristica del tiempo § de funcionumiento
del sistemu automatico después de la primera reparacién, en el ejemplo 2.2.2,
giendo constante la intensidad de los fallos A () = ¢, ticne la forma

Tu
g (h)== 5 e 1o To=D 4§ (5) e~cT0 g3 =
L]
e (ei«'-.Tn_ e—<To
c-iA y

=e~¢T (2.4.49)

Los momentos de una magnitud aleatoria se expresan facilmente
por medio de la funcion caracteristica de la misma. En efecto, deri-
vando la férmula (2.4.1) con respecto a A, obtendremos

g (M) =i j xef (x) da,
g W= S atei) (z) dz

¥ en general

g (h) = i* S:c"eiixf @dz (k=1,2...).  (2.4.10)

-

Para A = 0 las integrales en los segundos miembros de las formulas
obtenidas representan los momentos de la magnitud alealoria X.
Por eso, suponiendo que en (2.4.10} A = 0, oblendremos

o= g®(0) (k=1,2,...). (2.4.11)

Observemos que la derivacién de la integral (2.4.1) con respecto
al pardmetro A bajo el siguo integral es posible solamente en caso
de que, como resultado de la derivacién, se obtenga una integral
uniformemente convergente, es decir, si el momento correspon-
diente de la magnitud aleatoria X existe. De este modo la {érmula
{2.4.11.) determina todos los momentos existentes de la magnitud
aleatoria X.

Andlogamente, por medio de la funcién caracteristica se puede
expresar los momentos centrales. Multiplicando la férmula (2.4.1)
por e—im: y derivando la igualdad obtenida con respecto a X, ten-
dremos

[e™ ™ g (B)|®) = i 5 (2 —m)" ™" d (7) dip.
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Suponiendo que aqui A = 0, obtendremos la férmula siguiente para
los momentos centrales de la magnitud aleatoria X:

- ‘k [e”* Mg (M, (k=2,3,...). (2.4.12)

Ejemplo 2.4.7. Hallar la esperanza matemdtica y la dispersién del nime-
ro X de veces que sucede cierto acontecimiento al efectuar n pruebas indepen-
dientes, si para una so]a prueba la probabilidad de que el acontecimiento se
produzca es igual a

Derivemos la 1'e1acldn (2.4.4):

g' () = inpe™t (g + pePyn-t
g (N = énpe'™ (g + peMn=2 (g + npe).

Eutonces, segiin las farmulas (2.4.11) y (2.3.11), obtenemos

1
M= == g ®)=np,

1
ay=—g & () =np(g+np), Dy=cy—of=npqg.

I.e %e]am?‘; al lector que por si mismo caleule D, = p. aplicando la férmu-
la (2.4

Ejemplo 2.4.8. Hallar la esperanza matemética y la dispersién de una
magnitud aleatoria X uniformemente repartida,

Escribamos 1a formula (2.4.6) en la forma

iAb

it (1.\.)“
g= 1(:; b_a 21 —als

Do agui por derivacién hallamns

3 0]

g (h)=

e W= [+ uﬂ—aswg Lk"” 7 @ ah)].

Supopgamos que aqui A = (0 y sustituyamos las expresiones obtenidas en
(2.4.11),
Entonces obtendremos
1 . 1
oy =4 (a+b) Cﬂng(ﬂa-kﬂb—f—be),

D=l iab-}--——a =--—-(a—b}3

12
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§ 2.5. Ley normal de distribucién (Ley de Gauss)

La densidad de la probabilidad de una magnitud aleatoria X
normalmente repartida se expresa por la férmula
1 ix—i?

!(:£)=Tﬁe 2o (2:)i}

con la que nos conocimos en el § 2.1, En la fig. 2.5.1. se muestra
la curva que representa esta densidad de la probabilidad. La curva
es simétrica respecto al punto x = a. Por eso el pardmetro a se llama

a

o
g a T
Fig. 2.5.1. Fig. 2.5.2.

ceutro de distribucién o centro de dispersién. Cuando z = a, laorde-
nada de’la curva de la densidad normal de la probabilidad es igual

1 Sl e gan v
a Vi Al disminunir o, esta ordenada crece ilimitadamente. En

este caso la curva va achatandose a lo largo del eje de abscisas de modo
que su drea queda igual a la unidad (fig. 2.5.2). Esto se deriva de
la [érmula

e
o
-

5 3_"'2”(k=—-l-/gi [‘_ 2

-0

para h = 1/o0 ¥'2, cuya deduccién se expone en el suplemento 1.
De este modo, al disminuir o, la densidad de la probabilidad en el
centro de dispersién crece y en los demds puntos, a partir de cierto
valor de o, se reduce. Con otras palabras, al disminuir ¢ disminuye
la dispersi6n de los valores posibles de la magnitud aleatoria.

La ley normal de distribucién esta muy difundida en los prokble-
mas priicticos. Por eso se ha hecho muchas tentativas de deducirla
tedricamente basindose en hipétesis iniciales sencillas. Varias deduc-
ciones de la ley normal de distribucién fueron ofrecidas por Gauss.
Sin embargo, la base de todas estas deducciones la constiluyen tesis
que ellas mismas deben ser ain fundamentadas. Fue Liapunov el
que por primera vez llegd a aclarar las causas de la amplia difusién
de la ley normal de distribucion. Este cienlifico demostrd goe si
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una: magnitud aleatoria puede tonsiderarse como la suma de un
gran pamero de pequeios sumandos; entonces, al ser las condiciones
lo suficiente comunes, la ley de distribucign de dicha magnitud se
aproxima a la normal sin que importe cuales:sean las leyes de distri-
bucin de los sumandos tomados por separado. Puesto que practica-
mente las magnitudes aleatorias, en la mayoria de los casos, suelen
ser el resultado de la accién de un gran niimero de diferentes causas
(véase el § 1.1.), la ley normal resulta ser el principio de distribu-
ciéon més difundido. No obstante, en muchos problemas se pueden
enconlrar leyes de distribucién distintas de la normal. Nos hemos
convencido ya de esto en los ejemplos de los §§ 2.1 y 2.2.

Hallemos los momentes de una magnitud aleatoria normalinente
repartida. Para esto hagamos uso dc las férmulas siguientes cuya
dedueeion se expone en el suplemento 1:

S

(rte-mrgrm0 (k=12 ..., (2.5.3)
{ remnar =GV e=1.2,...) (254

donde con (2k ~— 1)I! se designa el producto de todos losniimeros
enteros impares a partivr de 1 hasta de 2k — 1.

De acuerdo con (2.3.2) v (2.5.1) la esperanza matemédlica de una
magnitud aleatoria normalmente repartida se expresa por la {6rmula

= _tx—ayt

= _,,_,,_.!_ 2u2 =
M= _L ze dz. (2.5.7)

Sustituyendo las variables ¢ = # — a y valiéndose de las formulas
2.5.2) v (2.5.3) siendo k = 1, k = 1/o V2, obtendremos
{2
= {)e 0% gi— 5.6
My V_S(a—i—}e dt=a. (2.5.6)

Este resultado podia ser previsto de antemano, teniendo encuenta
1a simetria de la distribueién normal con respecto al centro de distri-
buecidn a.

Para determinar los momentos centrales, apliquemos la [6r-
mula (2.3.6). Sustituyendo en esta férmula la expresién (2.5.1) de
la densidad normal de la probabilidad y teniendo en consideracién
2.5.6), obtendremos

Lol (x—i1)2

Lty == l_ g [J;—a)"e‘ 20T g —

3“* 2.0,
Vo di. (2.5.7)

(T '],/2:1 _5

—0 o
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En virtud de la formula (2.5.3) esta integral para todos los valors
impares de r es igual a cero. Por consiguiente, todos los moments
centrales de los drdenes impares de una magnitud normalmente.distrt
buida son iguales a cero:

o= R s 2:5:8)
8i r = 2k es par, entonces haciendo wso de la férmuls (2.5.4) peara
# = 1/0 V'Z, obtendremos de (2.5.7.)

Mo = (28 — 1)lle® = 1.3.5 . ..

L @E—1ot k=1,2 ... (2.5.9)

En particular, para la dispersion y la desviacion cuadritica media
de una magnitud aleatoria X repartida normalmente, obtendremos
las férmulas

D,=p =0, o,=VD,=o0. (2.5.10)

De este modo, el pardmetro o cn la expresién (2.5.1) de la ley naor-
mal de distribucion representa la desviacidn cuadrillica media de la
magnilud aleatoria.

Baséndose en la primera de estas férmulas, la expresion (2.5.9)
para losa momenlos de los ordenes pares se puede escribir en la forma
po = (Zk—1)Y DEi=1.3.-5...(2k—1)Di (k=1.2,...)

(2.5.11)

Pues bien, todos los momentos de Los ordenes pares de la magoilud
aleatoria normalinente repartida se expresan por medio de su disper-
s10n.

Sustituyendo cn (2.5.1) la expresién del pardmelro ¢ en funcion
de la dispersién de la primera de las férmulas (2.5.10) ¥y teniendo
en cuenta {2.5.6), vbtendremos

le—m )2

f(x)z_vz';tﬂxe‘ LT (2.5.12)

Esta formula muestra que la ley normal de distribucién se determina
por completo por la esperanza matemitica y la dispersion de la mag-
nitud aleatoria. Asi pues, la esperanza matematica y la dispersidn
caracterizan de un modo completo la magnitud aleatoria normal-
mente repartida. Claro estd, que en el caso general, cuando el carac-
ter de la ley de distribucidn es desconocido, para determinar esta
Ultima ne basta saber la esperanza matemdtica y la dispersidn.
Sustituyendo en (2.5.12) D, por oi, expresemos la densidad
normal de la probabilidad por medio de la esperanza matemdtica
y la desviacién cuadritica media de la magnitud aleatoria:
w—m )2

1 a
&= s (2.5.18)
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Hallemos la funcidén caracteristica de una magnitud aleatoria
X normalmente distribuida. Para esto sustituyamos la expresién
(2.5.412) de la densidad de la probabilidad en la férmula (2.4.1).
Entonces obtendremos
. (x~m,)2
B dr=

1
¢ ="z | ¢

X oo 12
_ gihmy ! iM--Tﬁ; dr
ViaD, '

La dltima integral se puede caleular por la férmula
o0 2
T v VI

cuya deduccion se da en el suplemento. Aplicando esta férmula, obten-
dremos ;
g ()= =T (2.5.14)

Le dejamos al lector obtener independientemente con ayuda
de la funcién caracteristica hallada, las férmulas, anteriormente
deducidas, para los momentos centrales de la magnitud aleatoria
normalmente distribuida.

Deduzcamos ahora la f6rmula para la probabilidad de que los
valores de una magnitud aleatoria X normalmente repartida se en-
cuentren en el intervalo dado (e, B). Sustituyendo la expresién
(2.5.13) de la densidad normal de la probabilidad en la [érmula
{2.1.16), obtendremos

Ao (x—msz
el
Pla<X = e U dg.
(< X < B)= V‘« E
Después de sustituir las variables z = 2205 | esta férmula torma
la forma
B- m,.
o, 2
P(a{X-cﬁ}—-—-—-ﬁ j (2.5.15)
o—- ﬂl

Esta integral no se expresa por medio de las funciones clementales.
Por eso, para caleularla, se inlroduce una funcién nueva
u 22

D (u) = j ¢ 7 ds. (2.5.16)

1/2
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Esta funcién se denomina funcion de Laplace o integral de las proba-
bilidades. Para ella estan preparadas Tablas semejantes a lag: bien
conocidas Tablas de Logaritmes y Funciones Trigonométricas. La
I'abla de la Funcién de Laplace se da al final del libro. Aplicando
la funeion de Laplace, se puede escribir

p-m, fimm,
Oy 22 oy 21
s ¢ T dp= —t g ¢ 2 dz—
= 3 = g 4
V&Tl: (x—m:\_ v"ﬂ h
ax
x—~ J}I‘_‘_

¥

__ﬁ 5 e__-:ildz = m(f”_:flr_) — i (%) (2.5.17)

Al sustituir csta expresion en (2.5.15), oblendremos

Pla<X<p=0(LZle) (222, @25.48)

hs

Demostremos ahora que la funcidon @ () es impar. Tenemos

-u

{ 22
M{—y)=—— =5 2. 2.5.19

(—w=gp [ e (2.5.19)

Al electuar agui la sustitucidén de las variables { = — z y al tener

en cuenta (2.5.16), obtendremos

%

®
O(—u)= T dt= — W (u), (2.5.20)

lo que demuestra la imparidad de la funecién @ (u).

En ¢l caso particular, cuando el intervalo (a, f) es simétrico
con respecto al centro de dispersién, las magnitudes @ y f pucden
ser expresadas en la forma a = m, — &, f = m,-+ &, donde ¢ >0,
y la formula (2.5.18) toma la forma

P('|X—mx|<s)=dJ(-§:)—d) (—F"—) (2.5.21)2

De aqui, teniendo en consideracién la imparidad de la Tunecién
@ (u), obtendremos

P(|X —my]<<e)=2D ((_'t) (2.5.22)

Las f6rmulas (2.5.18) y (2.5.22) dan la posibilidad de calcular con
ayuda de la Tabla de la Funcién @ (u) de la probabilidad de gue
los valores de una magnilud normalmente repartida se encuentren
en cualquier segmento asignado de antemano del eje numérico.



§ 2.6. Ley de Puisson 3

Ejemplo 2,5.1. Hallar la probabilidad de que el valor, chne toma una
magnitud alcatoria X normalmente repartida como resultado de la prueba,
serd no menor de 1 m y no mayor de 7 m, si la ezpernma mitemdtica do la misma
es igual a 3 m y la desviacion cuadritica media es igual a 2 m.

Se%ﬁn la férmula (2.5.18), teniendo en cuenta la imparidad de la funcidn
de Laplace y empleando la Tabla de la Funcién de Laplace, hallamos

PULX <T)=D ('7_23]_m ( ‘;3 )=

= © (2) 4 (1) ==0,4772-0,34132=0,8185.

Ejemplo 2.5.2. En las condiciones del ejemplo anterior hallar la probabi-
‘Iiidad de que la magnitud aleatoria X tome un valor no menor de 2 m y no mayar
e 4

M

Fl intorvalo (2,4) es simétrica con respecto al punto x = 3 siendo & = m, —
—a=f —my = 1. Por eso hacemos usy de la férmula (2.5.22). Entonces,
smpleando la Tablo de la Funcién de Laplace, obtendremos
PR<X<d)=PX—3]<1)= 2005 = 03330,

Ejemplo 2.5.3. Hallar las probabilidades py, pa, ps, pe de que los valores
de una magnitud alentaria normalmente repartida se encuentren en los sogmen-
tos de 20,, 40y, boy, 80, de longitud dispuestos simétricamente con vespecto al
centro de distribucion. Por la formula (2.5.22) hallamos

=P (| X — my | << ko) = 2 (k).
En la Tubla encontramos © (1) = 0,3413; @ (2) = 0,4772; @ (3) = 0,49805;
M (4) = 0,490068. Por consiguiente, las probabilidades buscawlas smn p, =
= 0.6826; p, = 0,9544; py; = 0,9973; p; = 0,999936.

Asi pues, solamente cerca del 32% de los valores de In magnitud aleatoria
normalmente repartida se desvia de su esperanza matlematica més que en Oy,
solamente cerca del 5% se desvia mds que en 20,; solamente cerca de un 0,3%
se desvia mis que en 3a, y solamente cerca del 0,006% se desvia més que en
4a,. Esto da lugar a qué en la mayor parte de los problemas de la prictica se
consideren pricticamente imposibles, para la magnitud aleatoria normalmente
repartida, las desviaciones que superen 3, y se consideron limitados por el
{ut{‘rvalo (my — 30, my - 30,) todos los valores précticamente posibles de
a wmisma.

§ 2.6. Ley de Poisson

Supongamos que ciertos acontecimientos sucedan en los momen-
tos aleatorios continuamente repartidos en el eje numérico. Tales
acontecimientos forman una secuencia de sucesos llamada habitual-
mente flujo de acontecimientos. En calidad de ejemplo de un [lujo
de acontecimientos pueden servir las llamadas de los abonados en
una central telefénica, pasos de los medios de transporte por un cruce,
fallos de los elemenios de alglin sistema técnico.

En wmuchos problemas de la prictica se puede comsiderar que
¢) flujo de acontecimientos salisface las condiciones siguicntes:

1) si (¢, ) ¥ (Z3, t;) son cualesquiera intervalos de liempo no
sobrepuestos, enlonces, 1a probabilidad de que se produzea cualquier
pnimero de acontecimientos en el transeurso de uno de dichos inter-
valos no depende de cuinlos acontecimienlos ocurren en el Lrans-
curso de olro;
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2) la probabilidad de que un acontecimiento se produzea en el
transcurso de un intervalo de tiempo infinitesimal (2, t + At} es una
infinitesimal de orden At;

3) la probabilidad de que se produzca mas de un acontecimiento
en el transcurso del intervalo de tiempo (f, f--Af) es una infini-
tesimal de orden superior en comparacién con At

Es evidente que el niimero de acontecimientos que suceden duran-
le cualquier intervalo de tiempo (fy, #) representa uma magnitud
aleatoria discreta cuyos valores posibles son todos los niimeros
enleros no negativos 0, 1, 2, ... Designemos esta magnitud alea-
toria por X (f) y la probabilidad de que ésta tome el valor de m
designémosla por pm (¢, ) 0, méds brevemente, por py, (&

PAX =m) = pp, (ty, 1) = pm (1)
(m=0,1,2...). (2.6.1)

Hallemos la ley de distribucién de esta magnitud aleatoria.

Para calcular las probabilidades p,, (), demos al argumenlo #
un incremento infinitesimal Af. De acuerdo con las dos fillimas
condiciones superpuestas en el flujo de acontecimientos

Pilt, 14 Aty = v (t) At 4o (Af),

2 (2.6.2)

2 pu(ty L-L Aty = o (AD),
k=2

donde v {f) es cierta funcién no negativa que consideraremos conoci-
da*). Calculemos primeramente p, (f). Para ello observemos que
Po (t 4 At) es la probabilidad de que dos acontecimientos coinci-
dan: ningin acontecimiento se produce en el intervalo (tg, t) ni
en el intervalo (4 ¢+ Atf). Segin la primera condicién estos dos
acontecimienlos son independientes. Por eso

Po{t+At) = pg () po (1, (+ Ab). (2.6.3)
Pero en virtud de (2.6.2)
Pol(ty t-+ Af) =1 — v () At 40 (AL). (2.6.4)

Sustituyendo esta expresién en (2.6.3), obtendremos
Po (£ -+ A1) = py (8) — po (8) v (1) At + o (A1),

*) Con el simbolo o (A#) se designa cualquiera (np una comcreta) infi-
nitesimal de orden superior en comparacién con Af, asi que
o {At)
lim =———=_),
Al At 0

Es evidente que la suma de cualquier nimoro finito de tales magnitudes es
también la magnitud o (Asf).
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de donde @0
s 4
MWI_'V{”PUU)‘!'O -

Pasando al limite cuando AZ— 0, obtendremos _
P {t) = —v(2) po(d)- (2.6.5)

Asi pues, para la probabilidad incégnita pg () hemos recibido
una ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden. Para
hallar la condicién inicial que determina a la constante de integra-
cién, basta tomar en la formula (2.6.4) ¢ = £, y pasar al limite
cuando Af - 0,
Entonces obtendremos

Po (to) = 1. (2.6.6)

Para componer las ecuaciones para las demés probabilidades
Pm (1), observemos que m acontecimientos pueden suceder en el
intervalo de tiempo (fy, { + A2) por uno de los m + 1 procedimien-
tos incompatibles siguientes: todos los m acontecimientos se pro-
ducen en el intervalo (4, f}; m — 1 acontecimientos, en el inter-
valo (¢, ) y uno, en el intervalo (¢, ¢ At); m — 2 aconlecimien-
tos ocurren en el intervalo (¢, t} y dos, en el intervalo (¢, t + At);
todos los m acontecimientos se producen ¢n el intervalo (¢, ¢+ Ag).
Por eso, baséindose en el principio de la adicién de probabilidades
de los acontecimientos incompatibles y en el de la multiplicacion
de las probabilidades para los acontecimientos independientes

Pm B4+ A) =pp O po (£, £+ AD) + prny W) pr (4 1+
+ A) 4+ ...+ po(d) pm (8 £ 4 A).

Sustituyendo aqui la expresion (2.6.2) v uniendo todas las infinite-
simales de orden superior por un solo simbolo o (Ai}, oblendremos

P (4 A8 = pu (&) + [Py (&) — pm (D) v (1) A -

+ o (A1),
de donde
m (F-E Af — A
Pm A0 —Pm®) oy (1) [pues (1) — P (D]~
Al pasar al limite cuando Af — 0, obtendremos
Pin () =¥ () [Pmet () — pm (1)) (2.6.7)

Asi pues, para determinar todas las probabilidades pn () hemos
obtenido una cadena de ordinarias ecuaciones diferenciales linea-
les de primer orden. Para hallar las condiciones iniciales, basta
tomar en (2.6.2) ¢{ = ¢y, y pasar al limite para At— 0. Entonces
obtendremos

Pt =0 (m=1,2 ... (2.6.8)
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Hagamos en las ecuaciones (2.6.5) y (2.6.7) la sustitucion de las
variahles
[}
e j v (1) dr. (2.6.9)
]
Esto es posible ya que la funcién v (£) no es negativa, en virtud de
lo cual # es la funcién no decreciente mondtona ¢, Teniendo en con-
sideracion que en virtud de (2.6.9) di/dt = v (£), escribamos las
ccuaciones (2.6.5) y (2.6.7) respectivamente en la forma

i _p, (2.6.10)
%: —Pmtpmey (m=1,2,...). (2.6.11)

Integrando la ccuacién (2.6.10) y tenicndo en cuenla la condicion
inicial que se deriva de {2.6.6) y (2.6.9): pg = 1 para b == 0, ohlen-

dremos
Po = ¢ M (2.6.12)

Luego, integrando sucesivamente las ecuaciones (2.6.11) que corres-
ponden a m =1, 2, ..., y teniendo en cuenta que en virlud de
(2.6.8) y (2.6.9) py =py=...=0 para A = 0, llegaremos a la
féormula geuneral

p,nzlm’“re-a (m=0,1,2 ...). (2.6.13)

En efecto, suponiendo que la férmula (2.6.13) es vilida cuando
m = k y suslituyendo la expresién (2.6.13) de la probabilidad pg
en la ecuacidn (2.6.11) correspondiente a m = k41, obiendremos
para la probabilidad ps4y la ecuacién

e

Pryr= Tl"e"‘“‘pm-;- (2.6.14)

Es facil convencerse, haciendo la sustitucion directa, que la inte-
gral de la ecuacién (2.6.14), que se convierte en cero para A = 0,
se expresa por la férmula
: sl 3
Pra=germr ©

Asi pues, la férmula (2.6.13) es vilida para m = &k 4 1, si ésta es
valida para m = k. Pero la férmula (2.6.12) deducida anleriormente
muestra que la férmula (2.6.13) es vilida para m = 0. Por consi-
guiente, la formula (2.6.13) es valida para cualquier m. '

La férmula (2.6.13) determina por completo la ley de distribu-
cién del nimero X de acontecimientos que se producen en el trans
curso del intervalo de tiempo dado (4, ). Esta ley de distribucion
so llama ley de Poisson.
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Aclaremos cl sentido del pardmetro A. Para esto calculemos la
esperanza matemdtica del nfimero de acontecimientos que se pro-
ducen durante el intervalo de tiempo (¢, {). Valiéndonos de la f6r-
mula general (2.3.14) para la esperanza mateméatica de una magui-
titd aleatoria discreta v la férmula (2.6.13), obtendremos

o0 oo
M(X)= 3 mpm=0-pot+ 3 mpm=
m==() e
oo ; o i 1
SN pm=l
== E m-or e M=o ‘?J m—1)!
wrpas | me=1

s * A2 AR
-—-?.el(*l—i——{!— -721—4-...-*——,:_-.'—4—...].

La serie del segundo miembre de esta igualdad representa la descom-
posicién conocida de la funcién exponenecial et. Por lo tanto,

M [X] = A (2.6.15)

Pues bicn, el pardmeiro & represenia la esperanza matemética de la
magnitud aleatoria repartida segin la ley de Poisson (del nimero
de acontecimientos en el intervalo de tiempo dado).

De lo demostrado y de la férmula (2.6.9) se deduce que la magni-
tud AL = v (#) Af en ¢l punto de continuidad ¢ de la funcién v (f)
representa, con una exactitud hasta infinitesimales de drdenes supe-
riores, la esperanza matemitica del nimero de acontecimientos que
se producen en ¢l transcurso de un intervalo de tiempo infinitesimal
At. Por consiguiente, la magnitud vi = dA/d¢ representa la veloci-
dad media de produccién de los acontecimientos o el nimero medio
de acontecimicnlos que suceden en la unidad de tiempo. Por eso la
magnitnd v ({) se denomina densidad media o intensidad del flujo
de acontecimientos.

Loz flujos de acontecimientos del tipo examinado ge llaman
poissonianss, puesto gne el ndmero de acontecimientos que se pro-
ducen en el transcurse de cualquicr intervalo de tiempo represenla
para tal flujo una magnitud alealoria repartida segiin la ley de Tois-
son.

Ejemplo 2.6.1. Hallar lu ley de distribucion del mimero de electrones
emitidos por ef ciatodn de un Luba electrénico durante el intervalo de tiempo T,
sl.lpr_)uit-iu{o que la cantidad media de electrones quo se emiten en la unidaid de
tiempo es ignal a v.

En vista de que la cantidad total de eleetrones emitidos por el catodn os
envime, el problema dado conviene por completo al esquema de surgimiento de
Iz distribucién de Poisson. Es decir, se puede considerar que para una infini
tesimal 1 la probabilidad de que durante este intervalo se emita un elecivén o=
una magnitud de orden T y la probabilidad de que en el transcurso del intervalo
© se haya lanzado mas de un electrén debe ser una infinitesimal de segundo ovden
puesto que practicamente es imposible que estrictaments en un instante se lan,
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cen dos electrones o més. 5i tomamos distintos intervalos de tiempo no sobre-
guestus. entonces se puede con suficiente evidencia considerar que la cantidad

e electrones lanzados durante uno de estos intervalos no influye en las pro-
habilidades para los diferentes valores del niimero de electranes emitidos en el
transcurso de otro intervalo de tiempo. Ahora bien, pricticaments se cumplen
todas las condiciones del problema examinado y el flujo de electrones so puede
considerar poissoniano. Para aprovecharse de la ley de Puisson, hay que hallar
la ¢speranza matemdtica del numero de electrones emitidos durunte el intervalo
de tiempo T, es decir, el nimero medio de electrones emitidos en el transcurso
del tiempo 7. Como, segin la condicién, en la unidad de tiempo so lanzan por
términe medio v electrones, en el trauscurso del tiempo t so lanzaran por tér-
mino medio vt electrones, Por eso, en el caso dado, & = vt. Sustituyendo esta
expresién en la férmula (2.6.13), oblendremos

STy
pm=-% e~V (m=0, 1, 2,...). (2.6.16)
Esta férmula determina por completo la ley de distribucién del niimere de
electrones emitidos por el citodo durante el intervalo de tiempo .

Ejemplo 2.6.2. En condiciones del ejemplo anterior hallar la loy de distri-
bucién del intervalo do tiempo entre dos instantes sucesivos de vmisién de
electrones.

En virtud de que los electrones se lanzan del cdtodo en instantes aleatorios,
el intervalo de tiempo entre dos momentos sucesivos del Innzamionto do los
electrones es una mngnitud aleatoria. Segiin la defipicion, la funcién do distri-
bucién de la muguitud aleatoria T representa la probabilidad de que el intervalo
T entre dos instanties sucesivos de emisién de electrones serd monor que ¢, es decir,
la probabilidad de que en el intervalo de duracién ¢ se lance, por lo menos, un
electr6n. Segiin la férmula {1.3.4) gue enlaza las probabilidades de aconteci~
mientos conirarios

P(T<t)=1—P(T=1).

La probabilidad P (T = 1) de que durante el tiempo ¢ no se lance del catodo
ni un solo electrén se pueds determinar por la férmula (2.6.16) del ejemplo ante-
rior, tomuando v = ¢, m = O:
P(T =8 =¢"
Por eso
Fy=P (T <) =1—e"

Derivando esta férmnla con respecto a £, hallamos la densidad de la probabilidad
de la magnitud alecatoria T
F = F (1) = ve ",

Las férmulas obtenidas determinan la funcién de distribucion y la densidad de
Ia probabilided del intervalo 7' entre dos instantes sucesivos de cmisidn de
electrones para ¢ == 0. Puesto %ue la magnitud del intervalo 7 no puede ser
negativa, entonces, para ¢ << (0 tenemos
Fity =0, Fty=0.

Como vemos, ¢l intervalo de tiempn entre dos lanzamientos sucesivos de
clectrones estd repartido segin la ley exponencial,

Ejemplo 2.6.3. Hallar la ley de distribucién del namero de llumadas a la
central telefénica durante ol intervalo de tiempo daduo (&, #2).

Este problema se distingue del anlerior solamente por el hecho de gue no
podemos considerar que el nimero medio de llamadas en la unidad de tiempo
sea independiente de Ia hora del dia, Por eso debemos admitir que el namero
medio de Hamadas v en la unidad de tiempo depende del instante ¢. Més pre-
cicamente, el nitmero medio de Hamadas en el transcurso de un intervalo infi-



§ 2.6. Ley de Poisson 79

nitesimal de tiempo (¢, ¢ -+ dt) se debe tomar igual a v () di, donde la intensidad
del flujo de llamadas v () es la funcién de tiempo dada.

Es evidente que en el problema en cuestién también se cumplen practica-
mente las condiciones en las cuales es valida la ley de Poisson. La probabilidad
de cualquier nimoro de llamadas duranto el intervale de tiempo (4, t;) pueds
ser considerada independiente de cudntas llamadas lleguon en el transcurso de
otros intervalos de liempo que 1o se sobreponen al intervalo (44, £2). La llamada
simulténea a la estacién efectuada por mas que ur abonado es practicamente un
acontecimiento imposible v la prebabilidad de wna llamada durante un infer-
vaalo de tiempo iniinitesimal d¢ puede considerarse como una infinitesimal de
orden di.

Para aplicar la formula (2.6.13), es necesario caleular el niimero medio de
llamadas en el transcurso del intervalo de tiempo (#, tz). Es evidente que este
nimero es igual a

23

- j v{dr.
i
Sustituyendo esta expresion en la formula (2.6.13), hallaremos la probabilidad
buscada de que se reciban m llamadas durante ol intervalo de tiempo (4, t3):

v(:)dr)mexp {— fv{f}dt} "
Y

En conclusién observemos que muchos otros problemas de la
practica también llevan a la ley de Poisson. Ast, por ejemplo, si
ciertos puntos se reparien aleatoriamente por cierta parte de un
plano o del espacio de modo que se cumplen las tres condiciones a
las cuanles debe satisfacer el flujo de acontecimientos, entonces el
nimere de puntos que se encuentran en cualquier zona del plano
(del espacio) representa una magnitud aleatoria repartida segin
la ley de Poisson. En este caso, la integral de la densidad media de
puntos, extendida a la zona dada, representa la esperanza matemd-
tica de la cantidad de puntos que van a parar en esta zona.

2

pm=r {

ey

.



CAPITULO 3

Magnitudes aleatorias vectoriales

% 3.1. Funcion de distribucion y densidad de probabilidad
de un vector aleatorio

En algunes problemas hay que considerar conjuntamente varias
magnitudes aleatorias. Il conjunto de cualquier nimero rn de magni-
iudes aleatorias Xy, X3, . . ., X, es conveniente considerarlo como una
sola magnitud aleatoria vectorial n — dimensional X cuyas compo-
nentes son las magnitudes X, X,, ..., X,. En este caso hay que
tener en cuenta que solamente en los casos cuando n = 2 y n = 3,
con la nocidn de vector se pueden ligar representaciones geométricas
directas. Asi, por ejemplo, dos magnitudes aleatorias X, ¥ sicmpre
s¢ pueden considerar como coordenadas cartesianas rectangulares
de un punto aleatorio en el plano. El radio vector de este punto con
respecto al origen de coordenadas representa un vector aleatorio
bidimensional con las componentes X, Y. De modo anélogo, tres
magnitudes aleatorias se pueden considerar como coordenadas car-
tesianas rectungulares de un punto aleatorio, en el espacio tridimen-
sional. El vector con mds de tres componentes no se puede represen-
tar geométricamentie de un modo evidente. Por eso el vector aleato-
rio X con un niimero de componentes p > 3 debe comprenderse sim-
plemente como el conjunto de magnitudes aleatorias escalares que
ug tienen una representacion geométrica directa. Para mayor simpli-
cidad y claridad, nos limitaremos al estudio de los vectores aleato-
rivs bidimensionales. Sin embargo, todas nuestrus deducciones se
pueden extender [dcilmente a los vectores aleatorios con un nimero
cualquiera de componentes.

Se llama funcidn de distribucion de un veeclor aleatorio bidimen-
sional con componentes X, Y o funcién conjunta de distribucién de
dos magnitudes aleatorias X y ¥ a la probabilidad de que se cuw-
plan conjuntamente las desigualdades X << z, Y << y, considerada
como funcién de dos variables z, y:

X<z )

3.1.1
Y<y (3.1.1)

Flz, y =~ (
Desde el punto de vista geométrico, la funcién de distribucién de
un vector aleatorio hidimensional (X, Y) representa la probabilidad

de que un punto aleatorio en el plano se encuantre en ¢l cuadrante
(cuarta parte del plano), con el vértice en el punto (x, y}, dispuesto
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a la izquierda y dehajo del punto {(z, y) (fig. 3.1.1). Conociendo la
funcién de distribucion del vector aleatorio F (z, y), se puede cal-
cular la probabilidad de que el punto
aleatorio se encucnire en cunlesquiera
zonas rectangulares,

Ejemplo 3.1.1. Es ficil ver quela pro- // .

babilidad d 1 e del v lea- //
babilidad de que e estrwmo el vector alea- //,/é/ .
K

7
breada de la banda, mostrada en la fig. 3.1.2, 7
(ﬁ _

s¢ expresa mediante la funcion de distribu- 7
¢ién por la férmula
Xgax : i i
¥ (M;y < es) =T (z,8)—F(z,9). (3.1.2) Fig. 3.1.1.

Ejempio 3.1.2. El rectangulo mastrado en la fig. 3.1.3 se puede considerar
como la diferencia de dos semibandas infinitas del tipo examinado en ol sjeniplo

¥
/ P 05 2 :
ﬂ'i B T 7 Az
¥ig. 5.1.2. Vig. 3.1.3.

anterior, 'or eso, en virtud Je la formula (3.1.2) la probabilidad de que ¢l punto
aleatorio (X, ¥) se encuentre en el rectangule se expresa medinule la funeidn
de distritucién por la (érmula

o I R R A
4 (4_, <Y< 5) = F (B, 0) — Ffh V) — Fla 8) 4+ Flox. . (3.1.5)
Lo mismo que para una magnitud alealoria escalar se puede
definiv la densidad de la probabilidad de un vector aleatorio. Se
Uama densidad de la probabilidad de un veclor aleatorio (X, Y)
o densidad conjunta de la probubilidad de dos magnitudes aleatorias
X o ¥ al limite de la relacion entre la probabilidad de que su extre-
mo se encuentre en mna zona infinitesimal y el dren de esta zona

al contraer esta dltima en un punto:

(.ze;_.'_ X <I—|—d\.t)
5 T yEY <y--Ay .
i, y)—ai'f; Az Ay : (3.1.4)
Ap=0

En virlud de esta definicidn, la magnitud f (z, y) dz dy representa,
con una exactitud hasta infinitesimales de érdenes superiores, la pro-
babilidad de que un punto aleatorio (X, Y) se encuentre en el rectin-
gulo infinitesimal cuyos vértices se hallan en los puntos (z, y),

=038
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(x+de, y), (2, y-+dy), (r+dx, y 4 dy). Debido a esto, la pro-
babilidad de que un punte aleatorio S cou las coordenadas X, Y se
encucnire en una zona cualquiera B del plano (fig. 3.1.4) es igual
a la integral de la densidad de la probabilidad extendida a la zona B¥):

rsesy= | {1@ naedy. (315
2

Puesto que la integral delinida no depende de
chmo estan designadas las variables de inte-
gracidn, la féormula (3.1.5) puede ser escritla
en la [orma

P(SEB)=- 5 § f vydudv. (3.1.6)
n

La funeién de distribucion del vector alea-
torio (X, Y) representa la probabilidad de
que el punto aleatorio (X, Y) se encuentre en el cuadrante con el
vértice en cl punto (z, y) (fig. 3.1.1). Por eso, aplicando la férmula
(3.1.6) podemos expresar la funcisn de distribucién del vector alea-

torio por medio de la densidad de la probabilidad del mismo:

® oy

Flz, y)= 5 3 f (e, v)dudv. (3.1.7)

— 00 =00

Fig. 3.1.4.

De la formula (3.1.7) se puede oblener también la correlacion
inversa, es decir, la expresién de la densidad de la probabilidad
del vector aleatorio (X, Y) por medio de su funcion de disfribucidn.
Para esto es suficiente derivar la férmula (3.1.7) una vez con res-
pecto a x ¥y una vez con respecto a y. Entonces, de acuerdo con la
regla de la derivacion de la integral definida con respecto al Jimite
superior, obtendremos

D (2, 4
fo =250 (3.1.8)

Ahora bien, la densidad de la probabilidad de un vector alealorio
bidimensional es igual a la segunda derivada mixta de la funcién
de digtribucién del mismo.

Examinemos ahora las propiedades fundamentales de Ja [uncion
de distribueién y de la densidad de la probabilidad del vector alea-
torio. Fstas propiedades se semejan, en lo principal, a las de la den-
sidad de la probabilidad y de la funcién de distribucién inherenles
a una magnitud aleatoria escalar.

*) El signo € ex ¢l de pertenencia. La notacién § € B significa gue el punte
S pertenece a la zona B.
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En primer lugar, la funcion de distribucién no puede ser mayor
que la unidad ni tampoco puede ser negativa:

0<F iz p<1. (3-1.9)

LEn segundo lugar, si el punto (z, y) se trasiada hacia arriba o a
la derecha, la probabilidad de gue el punto aleatorio =e encuentre
en el cuadrante sombreado de la fig. 3.1.1 no puede disminuir. Asi
pues, la funcién de distribucion de un vector aleatorio es la funcidn
ne decreciente de cada una de las variables al tener otra variable
un valor fijo.

Més adelante, si ¥ —+ — oo, entonces la probabilidad de que se
encuenire cn el cuadrante con el vértice en el punto (z, y) tiende
a cern. Pues bien,

F(— oo, y) =0 cualquiera que sea el valor de y,  (3.1.10)
Fz, —o0) =23 idem z (3.1.11)

Si y — oo, entonces el acontecimiento ¥ <Z y tiende a un acon-
tecimicnto cierto Y << oo y la probabilidad de que se cumnplan con-
juntamente las desigualdades X =< z, ¥ =< y tiende a lo probabili-
dad de que se cumpla la desigualdad X <C z, es decir, a la funcion
de distribueién de la magnitud aleatoria X. Designando esta fun-
cién de distribucion con F, (z) obtendremos la propiedad siguiente
de la funcidén de distribucidn de un vector alealorio:

F(z, ) = P (X < 2) = I, (z). (3.1.12)

De modo andlogo, designando ba Tuncidn de disiribucion de una
magnitud aleaforia Y con /' (y), obtendremos

Floo,yy =P (Y <y)=TF(y). (3.1.13)

Ahora bien, si uno de los argumentos de la funcién de distribu-
cién de un vector aleatorio se Loma igual al infinite, obtendremos
In funcién de distribucién de la componente del vector aleatorio
correspondiente a otro argumento.

Por {in, cuando & — oo, y — co el cumplimiento de las desigual-
dades X << @, Y <Z y liende a un acontecimiento cierto. Por eso

I (o0, 00) = 1. (3.1.14)

Pasemos ahora al estudio de las propiedades de la densidad de

Ja probabilidad. Direclamente de la definicién se deduce que Ia

densidad de la probabilidad de un veetor aleatorio no puede ser nega-
tiva:

flz, ¥) =0. (3.1.15)

Luego, en el haciendo en (3.1.7) x = y = oo, toniendo en cuenta
(3.1.14) y el hecho de que la integral definida no depende de la desig-

G+
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nacion de las variables de integracién, obtendremos

jf T flx. yydzdy=1. (3.1.16)

Esta formula se puede obtener también aplicando ta Iirmula (3.1.5)
a todo el plano ¥ teniendo en consideracion gue el hecho de que el
punto aleatorio vaya o parar en cualguier punto del plano, indile-
rentemente de en cudl precisamente, representa un acontecimiento
cierto.

Suponiendo que en la [drmula (3.1.7) ¥y = oo, loniendo en con-
sideracion (3.1.12) y sustituyendo la variable de integracién v por
¥, obtendremos

Finy= g du E flu. ydy. {(3.1.17)

Al derivar estan formula con respecto a =, obtendremos la expresion
de la densidad de la probabilidad f, (z) de una magnitud aleatoria
X por medio de la densidad conjunta de la probabilidad de las
magnitudes alealorias X e ¥

h@={ i@ pay. (3.1.18)

—uo

De modo semejanie expresemos la densidad de la probabilidad de
la magnitud aleatoria Y por medio de la densidad conjunta de la
probabilidad de las magnitudes alealorias X e ¥:

L= | 1@ v de. (3.1.19)

Por consiguiente, para hallar la densidad de Ja probabilidad de una
componente del vector aleatorio, conviene integrar la densidad de
la probabilidad del migmo respecto a la variable correspondiente
a la otra componente.

Ejemplo 3.1.3, El vector aleatorio con lus componentes ¥, Y estd repar-
tido uniformements dentro de un rectangulo:

_qlih oab si |zl =<a, |yl=8s,
tm =4y © glilaaoisish (p-1:20)

Hallar la funcién de distribucién del vector aleatorio v las densidades de la
probabilidad de cada una de las componentes.
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Sustitoyendo la expresidn para la densidad de la probabilidad (3.1.20)
en la férmula (3.1.7), oblendremos

(x4 a) v+ Wdab si |2 |<<a, |y <h,

(= + a)/2a g |z|<a y =8

Fle, gy =< (y+ b2 sioz =a  yl<b (3120
Q si oz < —u, ¥ < —b,
1 g oz ey y =b

Por las férmulas (]3.1, 18) y (3.1.19) hallamos Jas densidades de las probabilidudes
fi (&), fu(y) de las componentes X, ¥:
[ V2as8i |z| < a,
!‘(I)nlﬂ si |z|>a
_ f V2 sty b,
@W=10" s 31>
Vemos que cada una de las componontes del vector aleatorio. vepartido unifor-
memente cn el rectingulo, también se halla distribuida uniformemente en el
segmento  correspondiente,
Ejemplo 3.1.4. Bl vector aleatorio con lag componentes X, Y estd repartido
uniformemente denleo de una elipse:

(3-1.22)

: si I‘: ._y-;

T gt Est

ilx, §) = {3.1.23)

. xd 1
0 si «-::T—i—-‘:T oy
Hallar las densidades de la probabilidad de las componentes del vector aleatorio.
Sustituyendo la expresion (3.1.23) en las formulas (3.1.18) ¥ (3.1.19), hallamos
o b VI (xfay —
1 2 o T y2
o= | 1 pa=—mp a=) 1-(2).
= — b ¥ T=(zjape
Asi poes,

x4 FyE
i (:}:{ - ‘“(‘E) 8l | 2] <, (3.4.24)
0 si x> .
De mode semujante se puede hallar la densidad de Ia probebilidad f, (y):

2 ]/ ¥\? ;
r‘z(y]:{ e I_(T) syl <8, (3.1.25)
0 si|y|>h

Vemos que, a distineidn del ejomplo anterior, cada una de lag componeutes del
veclor aleatorio, repartido uniformemente dentro de la elipse, no esta subor-
dinada a la ley de distribucién unilorme.

De un modoe completamente andlogo se determinan la funcién
de distribucién y la densidad de la probabilidad de un vector aleato-
rio n-dimensional X cuyas componentes son magnitudes aleatorias
Xi oo X,. Se llama funcicn de disiribucién del vector aleatorio
X a la probabilidad de que se cwmplan conjuntamente las desigual-
dades X; <<y, Xy <Cag, ..., X, << u,, considerada dicha proba-
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bilidad como funecién de las variables zy, ..., &,:

f Kp<lm )

Fwy e o) =P | (3.1.26)

t=teawou
Se denomina densidad de la probabilidad del vector aleatorio X

al limite de la relacidn de la probabilidai de que el vector se encuen-

tre en una zona infinitesimal, a la magnitud de esta zona al contraerla

en el punto:

P (is LN <xi+An )

fleg, ooy #)=lim ek O {3.1.27)
Axy—{) AayAry .. Axy b
i=1,,..., 7%

Todas las propiedades de la funcién e distribucién y de la
densidad de la probabilidad, deducidas anteriormente para los vec-
tores alealorios bidimensionales, se extienden ficilmente a los veclo-
res de un mimero cualquicra de dimensiones.

Ennmeremos estas propiedades sin deducirlas,

La funeitn de distribueién de un vectoe aleatorio no es negaliva
¥ no puede ser mayor gue la unidad.

Si por lo menos una de las variables z; Loma el valor — oo, la
funcién de digtribucién es igunal a cero.

Si cualesquiera m de las variables z,, ..., 2, toman el valor
de oo, la funcidn de disteibucién del vector aleatorio n-dimensional
se hace igual a la funcién de distribucién del correspondiente vector
alcatorio n — m-dimensional.

8i gy =2, =...=ux, = o0, la Mncién de dislribuciin es
ignal a la unidad.

La funcién de distribucién es la funcidn no decreciente de cada
uno de los argumentos.

La funcién de distribucién y la densidad de la probabilidad
estén ligadas por las relaciones

xy xn

Fiz ..., @)= j S F@ny v wa)dy ... din. (3.1.28)
I (Zys ..y Zn)
a"xid:z ﬁ.’cn

La densidad de la probabilidad de un vectos aleatorio no cs
negativa, y la integral de la misma, por toda la zona de valores
posibles de las magnitudes aleatorias X,, ..., X,,, es igual a la
unidad.

Si se integra la densidad de la probabilidad de un vector aleato-
rio n-dimensional con respecto a cualesquiera m de las variables
Zyy . -« Ey, como resultado se obtendra la densidad de la probabili-
dad del vector n — m-dimensional formado por las componentes
correspondientes a las demds variables.

F iy e Ba) - (3.1.29)
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Ejemplo 3.1.5. Se conoce la densidad de la probabilidad f (z, v, z) de un
vector aleatorio {ridimensional con las componentes X, ¥, Z. Hallar las den-
sidades de la probabilidad f; (), /2 (v) { (z) de las componentes X, ¥, Z por
separado ¥ las densidades de la pro abi idad fia {x, ¥, Fea (2, 2), foa (v, 2) do
los vectores bidimensionales (X, ¥), (X, Z), (Y, Z), obtenidas al provectar el
vector aleatorio (X, ¥, Z) sobre los planos Ozy, Oxz, Oyz respectivamente.

En virtud de la Gltima propiedad de la densidad de la probabilidad tene-
mos que i

nw={ {1@vama nw= 1 {1ensieas
falz)= fiz, y, 2)dzdy,
R

= . (3.1.30)
- S f(o 1, D) ds, figlz, D= j f e v 2y,

-0 —co
futn o= { 1@ v 2e

A

Ejemplo 3.1.6. La probabilidad de que un punto aleatorio con las coor-
denadas (X, Y, Z) so encuentre en la zona dada B del espacio tridimensional
se determina por la formula

PSEB) = S i 5 I (2, y. 2) dz dy dz. (.43

§ 3.2. Funciones condicionales de distribucion
v densidades eondicionales de la probabilidad

En la practica surge con frecuencia la necesidad de hallar la
ley de distribucidn de una magnitod alecatoria X a condicidn de que
otra magnitud aleatoria ¥ Lome el valor comprendido en los limi-
tes dados iy =< Y < y,. De acuerdo con esto se determina la fun-
¢ion condicional de distribueién de la magnitud alealoria X respecto
al acontecimiento y; << V << y,!

Flelyp o) =P X <zlp<Y <p) (3.2.1)

Ahora bien, la funcién de distribucién de la magnitud aleatoria X con
respecto al acontecimiento yy << Y < y» representa la probabilidad
condicional de la desigualdad X <Z z con respeclo al acontecimiento
que consiste en el cumplimiento de la desigualdad y;, << Y << ya.
Lo mismo que toda probabilidad condicional, esta probabilidad
se determina por la férmula (1.3.6). Tomando en esta férmula por
acontecimiento A el cumplimiento do la desipualdad X << z y por
el acontecimiento B, el cumplimienlo de la desigualdad y, < Y <
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< ¥s, obtenidremos la signiente expresién para la funcién condicio-
nal de distribucion de la magnitnd aleatoria X:

( Nialim )
\ ¥ ¥

Ambas probabilidades en esta f6rinula se pueden expresar por medio
de 1a densidad de la probabilidad del vector aleatorio (X, V). Ll
cumplimiento conjunto de las desigualdades y, <Y <{p2 v X <<z
corresponde al hecho de que el punto
aleatorio (X, Y')se encuentre en la mitad
de 12 banda wostrada en la fig. 3.2.1. Por
eso valiéndonos de la férmula (3.1.6),
hallamos

X P
P (y,s,iY<y..) = 5 S f (. v) dudv.

¥

I% -
4 (3.2.3)

Fig. 3.1, La probabilidad en ¢l denominador del

segnndo miembro de la formula (3.2.2)

se expresa por medio de la deusidad de la probabilidad de una sola
magnilud alealoria ¥

—®y

Uy

P <Y <ys)= § fo (3) - (3.2.4)

¥y

Sustitnyendo Ias expresiones (3.2.3) y (3.2.4) en la formula (3.2.2),

obtendremos
x Ha
E d:aj f e, v) de

e "
Fo@ly, p)=—g (3.2.5)
§ f2) dy
¥y
Derivando esta formula con respecto a z, s¢ puede hallar la densidad

condicional de la probabilidad de la magnitud aleatoria X a condi-
cién do que la magnitud aleatoria ¥ tome el valor compreudido

en los limites y; << Y < pa!
Va
§ flz o) dy
fu(] Y o) = s (3.2.6)

§ fzlwdy
vy
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En esta formula hemos sustituido en el nuinerador la designacion de
la variable de integraciéonv por y.

De todas las leyes condicionales de distribucién de la magnitud
aleatoria X, correspondientes a distintos valores de y; y y2, la ley de
distribucién de dicha magnitud a condicion de que la magnitud ¥V
tome un valor determinado de y es la que tiene mayor importancia
practica. Para abreviar, llamaremos a esta ley sencillamenle ley
condicioral de disiribucién de la magnitud aleatoria X para el valor
dado y de la magnitud aleatoria Y. Para hallar esta ley condicional
de distribucion se puede hacer en las férmulas (3.2.5) y (3.2.6)
Wi =¥, Y2 = ¥-- Ay y pasar al limite cuando Ay — 0. Supounien-
do en la férmula (3.2.6) y, = ¥y, ¥y = y-- Ay, considerando las
funciones f (z, ¥) ¥ f2 (y) continuas con respecto a y en el intervalo
(#, ¥+ Ay) y aplicando a las integrales en el numerador y el deno-
minador el teorema de la media, obtendremos, después de reducic
en Ay,

f (=, gy 0Ay) -

1=y, y+A8y)= faly+0s0y) 7 (3:27)

donde 0 y 0y son ciertos nitmeros comprendidos entre ¢l cero ¥ lu

unidad. Pa::emob ahora al limite cuando Ay — U, Iiu esle caso, para

simplificar, omitamos la segunda lelra y y designemos por f, (x | y)

la densidad condicional de la probabilidad de 1a magnitud aleatoria
X con regpecto a la magnitud aleatoria Y. Entonces oblendremos

; f iz 1) .
I (@ g) =5 (3.2.8)
De modo semejaute obtendremos la [drmula para la densidad con-
dicional de 1a probabilidad de la magnitud aleatoria Y con respeclo
a la magnitud X:

Lyloy=L28 (3.2.9)

Las igualdades (3.2.8) y (3.2.9) se puoeden cscribir en la forma

Tl n=HETLEla=>FfHLYHhEly (3.2.10)

Lsta fornula expresa el Leorema de multiplicacion de las densi-
dades de la probabilidad: la densidad conjunta de la probabilidad
le dos magnitudes aleatorias es igual a la densidad de 1a probabili-
dad de una de ellas multiplicada poc la densidad condicional de la
otra con respeclo a la primera.

Las mognitudes aleatorias X y Y se llaman dependienies , si
los acontecimientos gue consisten en el cumplimiento de las desi-
gualdades X << 2 y Y << y son dependientes por lo menos para wn
par de valores de x ¥ y. Las magniludes alcaloriag X, ¥ se Uaman
independientes, si los aconlecimienlos que cousisten en el cumpli-
miento de las designaldades X << 2 y Y <Ty son independienles
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para cualegquiera valores de 2, y. lin lo gne se refiere a las magnitu-
des aleatorias independientes X, Y, la funcién conjunta de distri-
bucién F {z, y), en virtud del tecrema de multiplicocién de las
probabilidades para los acontecimienlos independientes, es igual a

F(: (X{x)—' § ) 3.2.11
@o=Ply 2, |=PE<aPr<y. G211

Pero el primer factor en el segundo miembro es la funcién de distri-
bucién F, (z) de la magnitud aleatoria X y el segundo, la funcién
de distribueion £, (y) de la magnitud aleatoria Y. Por consiguiente,

Fz, y) = Fy (@) Fy (y). (8.2.12)

Asi pues, la funcién conjunta de distribucion de las magnitudes alea-
toriag X e Y es igual al producto de las funciones de distribucién
de las mismas. Esta condicién es necesaria y suficiente para la
independencia de las magnitudes aleatorias X, Y. Esta condicién
debe cumplirse idénticamente, es decir, para cualesquiera valores
de z ¢ y. De ella se puede oblener la identidad andloga para las
densidades de la probabilidad. Derivando la identidad (3.2.12)
1na vez con respecto a  y una vez con respecto a ¥, obtendremos

!z, y) = f1{=) f2 (y). (3.2.13)

Ahora bien, la densidad conjunta de la probabilidad de las magui-
tudes aleatorias independientes es igual al producto de lag densi-
dades de la probabilidad de las mismas. Lsta condicion es también
necesaria y suficiente para que las magnitudes aleatorias X, ¥ sean
independientes.

Comparando (3.2.13) con (3.2.10) llegamos a la conclusion de que
para las magnitudes aleatorias independientes X, Y

Iz ly) =file), faly | @) = f2 (). (3.2.14)

Asi pues, para las mwagnitudes aleatorias independientes sus densida-
des condicionales de la probabilidad coinciden con las incondiciona-
les. Lsto concuerda completamente con nuestras ideas intuitivas
acerca de la dependencia y la independencia de las magnitudes aleato-
rias: si llega a ser conocido el valor de una de las magnitudes aleato-
rias, mientras que la ley de distribucién de la otra magnitud no va-
ria, entonces las magniludes aleatorias son independientes. Asi
pues, las igualdades {3.2.14) reflejan el hecho intuitivamente com-
prendido de que las magnitudes aleatorias son independientes
entonces, y solamente entonces, cuando el conocimiento del valor
de una de ellas no varia la ley de distribucién de la otra. Con otras
palabras, la informacién que obtenemos fijando el valor de una de
las magnitudes aleatorias 10 contiene ninguna noticia acerca de la
segunda magnitud aleatoria.
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Ejemplo 3.2.1. Hallar las densidades condicionales de la probabilidad de
las componentes de un veclor aleatorio uniformemente repartide dentro del
rectdpgulo 1z | <a, |p|=<<b
Mol Usando los tesultados del ejemplo 3.1.3, por las fGrmulas (3.2.8) ¥ (3.2.9)

Bllamos

flr ) _ fif2e si |z|<a, |y|<b

o o e n'.! 5
M= 0 sijz|>a (920 (8:2.19)
_flew  f42 st jzl<e, |g]<<b, :
fawla) === -{ 0 st (s]>a ly[> (3.2.40)

Es evidente que las componentes del vector aleatorio son independientes, puesto
g;ni susl densidades eondicionales de la probabilidad coinciden con las incon-
cionales.
Ejemplo 3.2.2. Hallar las densidades condicionales do'la_probabilidad de
un vector aleatorie repartido unilormemente dentro de la elipse z"}a’ + yipt = 1.
Sustituyendo en las formulas (5.2.8) v (3.2.9) las expresiones (3.1.23).
(3.4.24) v (3.1.25), obtencmos

1 )
= ] | E — [u/B)2
fi ums{zavi o o =V 3.2.17)

I\ si |x|>n'|/i—-f£ifbl".
1
o sl sang g b Y T—(za),
Vi si |y|< (x/a)?, '
: = 321
B 0 sily]> b VI @ar, e

A diferencia del ejemplo 3.2.1, las componentes dol vector alealorio uni-
formemente repartido dentro de la elipse son dependientes,

De wodo completamente semejante se determinan las funciones
condicionales de distribucién y las densidades de la probabilidad
de los vectores aleatorios. Como resultade oblendremos [Grmulas
absolutamente idénticas a las deducidas para las magnitudes aleato-
rias escalares X, Y.

En particular, obtendremos el teorema de multiplicacion de las
densidades de la probabilidad de los vectores alealorios: la densi-
dad de la probabilidad del vector aleatorio n+m-dimensional
obtenido por medio de la nnién del vector aleatorio n-dimensional
X (X4 ..., X,) y del vector alealorio m-dimeusional ¥ s o
... Yu) es igual al producto de la densidad de La probabilidad de
uno de ellos por la densidad condicional de la probabilidad del otro:

Flegs oo oo @uy Yo - v o y,m.) =Fy s o ) f2 [ TR,
co Um 12 e ) = ol o ¥m) fi (@00 -0 -5
o I ]yn e Ym) (3.2.1‘3)

Es evidente que si se designa el conjunto de las variables x,, . . .
.., &, por una sola letra = y el conjunto de las variables ¥y, . . .
.+ .y Ym, por una sola lotra v, entonces la férmula (3.2.19) tomard
la forma de (3.2.10). Pucs bien, la férmula (3.2.10) es vélida tam-
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bién para las magnitudes aleatorias vectoriales X, Y, si pov x, y
se enlienden las variables vectoriales correspondientes. En el parrafo
anterior vimos que lambién las férmulas (3.1.18) y (3.1.19) son
silidas para lns magnitudes aleatorias vectoriales X, Y. si por
z, ¥ se ontienden las variables vectoriales correspondientes y las
integrales se enticnden como integrales miltiples de las multipli-
cidades correspondientes.

Dos vectorves aleatorios X, Y se llaman independientes, si el
acontecimienio A que consiste en el cumplimiento conjuute de todas
las desigunldades X; << #; (i =1, ..., n) y el acontecimiento B
que consiste en el cumplimiento conjunto de todas las desigualdades
Y;< y; (i =1, ..., m) son independientes para todos los valores

de las variables zy, . . ., Zp, Uy 4e - -, Y- S1 eslos acontecimientos
son dependientes por lo menos para un conjunto de valores de las
vaviables zy, . . ., T., Ygs -« o0 Ym» los veclores aleatorios X, ¥ son

dependientes. De condicion necesaria y suficiente para que los vee-
tores aleatorios X y ¥ sean independientes sirve Lo igualdad idéntics
de su funeién conjunta de distribucién {o de la densidad de la pro-
babilidad) al producto de sus [unciones de distribucién (de las den-
sidades de Ia probabilidad, respectivamente) o la igualdad idéntica
de sus densidades condicionales de la probabilidad a las incondicio-
nales. Ahora bicn, cada una de las identidades (3.2.12), (3.2.13)
¥ (3.2.14) es la condicién necesaria ¥ sufieicnte para gque los vecto-
res X, ¥ sean independientes, si por z, y se entienden las variables
vectoriales correspondientes.

Apliguemos ahora el teorema de multiplicacién de las densidades
de 1a probabilidad a un veetor  — 1-dimensional X con las compo-

nentes Xy, ..., X, v a un vector unidimensional (es dceir, al
esealar) Y = X,. Luego apliguemos el mismo teorema al vector
n — 2-dimensional (X,, ..., X,-2) yal escalar V" = X_,. Proce-

diendo de tal modo también en lo sucesivo, obtendremnos la siguiente
férmula general para la densidad conjunta de la probabilidad de las
magnitudes aleatorias Xy, ..., X,:

Fley o @) =i (@) fo (2 | 2efa (@s |2 20) © .o
wo i Fq (@ [ @i ooy Bpag)s  (3:2.20)

Lag magnitudes aleatorias X, ..., X, se Haman independicntes
si dos vectores cualesquiera, que se pueden formar de estas magnitudes
aleatorias y que no contienen componentes comunes, son indepen-
dientes. Con otras palabras, las wagniludes aleatorias Xy, . ... X,
son independientes cuando, y solamente euando, cada magnitud X,
es indopendiente de las demas magnitudes X5, . . .. Xioy Xypqs - - -
..., X, tomadas por separado, dos a dos, tres a lres, ete.

Cada vector bidimensional (X,;, X;) es independiente de las
demas magnitudes tomadas por separado, dos & dos, tres a tres, ete.
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De la formula general (3.2.20) se deduce que la densidad con-
junta de la probabilidad de las magnitudes aleatorias indepen-
dientes es igual al producto de sus densidades de la probabilidad

flag « oo mn) = [ (@) Fu (z2) . - fa (20). {(3.2.21)

Esta condicién es necesaria y suficiente para que las magnitudes
Xy ...y X, sean independientes.

Ejemplo 3.2.3. Supongamos que un receptor recibo un tron de impulsos
con las amplitudes aleatoras Zy. Z;. ..., Z,. Cada impulso Z; representa la
suma de un impulso de senal atil 8, y de un impulso del roido Xz

Z =8+ X, (F=4; 2,0 n)

La misién del detector consiste en revelar la sejial Gtil, es decir. en resolver el
problema: contienen o no los impulsos recibidos una sefial Ml (informacion
Gtil) 0 no son més que impulsos de roido.

Este problema tiene gran importancia para la recepeinn o larga distancin,
ya que en este caso los impulsas de sefial Gtil son comparables, sn lo que taca
a su magnitud, con los de ruido y a veees son considerablamente menores que
el mivel dol ruide.

El principio de funcionamiento del detector congiste en que éste deja pasar
la sefial si ¢ (Z) > ¢ y no Ja deja pasar si ¢ (Z) << e, donde ¢ (Z) s cierta fun-
cifn de los impulsos recibidos formada por el deteclor v < o cierta nivel de
umbral. Con olrus palabras, si @ (%) = ¢, el detector determing guo hay sefial
ysigZ) <o, ol d‘::teclor determina gue no hay sefial.

Fis necesario determinar:

a) la probabilidad de que tepga lugar una revelacidn correcta al cmplear
el métedo ](;ado de tratanmiento de la sefial que se recibe, es decir, para la Tuncion
4 v el nivel de umbral & dadns:

by lus probabilidades conmlicienales de que se cometan errores de dos tipos:

1) la probabilidad de que la seiial se pierda cnondo existe en los impulses
recibidos;

2y Ja probabilidad de alurma falsa, es decir, la probabilidad de que so
decida gue hay seiial 0Ll cuando ésta no existe.

Para que la suluciém resulte sor miz clara y simple, supongamos que los

impulgos de sefial util son magnitudes conacidas ¢, . . ., & v lo gne o descanoce
es solamente el propio lecho de si existon o no*) en la sefial vecibidu %, . . .. Z, .

Supongamos tambicn que conocemos la ley de distribucitm de los ruidos, rs decir,
conocermos la densidail de probabilidad de los impulsos pardsitos £ (). Y. por
fin, supongames que vs conocida Ja probabilidsd aprioristica de la presencia
de la senal p v, por consigniente, también L probabilidad de ln ansencia de la
sefisl g =1 — p.

Primeramente caleulemos las probabilidades condicionales de que se come-
1an errores de dos tipoes, es decir, [u probabilidad de pérdida de la seiial cuando
ésla existe y ia probabilidad de alarma falsa cuando la sefial no existe. Purns esto
hallemos la densidad condicional de probabilidad do los impulsos recibidos con
respecto n Lo sefial Gtil /; (2] ). Puesto que, de acuerdo con la condicién admitida
la seflal atil ¢ tiene solumente dos valores posibles: £2 (es decir, ol vector con las
componentes 52, .. ., 5%} ¥ O (o3 decir, el vector cuyas componentes son todas
iguales a cero), es suficiente hallar la densidad de probabilidad de la sefal reci-
bida cvando ee!.ﬁ'rresenle la sefial atil £y (2 | %) v la densidad de In probabilidad
de la seiial recibida cuando falta la senal 0til fy {2 | 0). Es evidento que dado que

*) Esta suposicion no es de importancia. La solucion del problema sobre
la revelacion optima de wna sefial, que se da en este ejempin, se cxtiende, sin
cambios e principio, a un caso mas general.
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al fullar la sefial Gtil se recibe solamente ruido, la densidad condicional de pro-
babilidad de la gedial que se recibe, cuando no esti presente la seiial atil, coin-
cide con la densidad de probabilidad del ruido

fi{z10) =/ (2). (5.2.22)

En caso de guoe esté smsemo la sefial util, so le adjunta el ruide. Por eso la
densidad condicional de probabilidad de la seiial que se recibe, cuando se tiene
la sefial atil, se oblienc de la densidad de probabilidad del roido § (x) sustituyen-
do en olla el argumento = por la diferencia entre el valor posible de la sefial
recibida z y el valor de la sefial atil 5%

folz]s® =} (a—59). 13.2.23)

Para mayor claridad, en la fig. 3.2.2 se muestra Ja dispersién de las realizacio-
nes de la sefial que so recibe, al faltar la sefial auil, y la elipse de dispersion de la

Zy

Fig. 3.2.2.

sefial en recepcidn, al estar (fresente la sefial vitil, para ¢l caso de recepeidén de
dos impulsos Z,, Z,. Este dibujo aclara la deduccién de la formula (3.2.23).
Las formulas (3.2.22{ ¥ {3.2,23) determinan por completo la densidad condicional
de probabilidad do la seial recibida con respecto a la seiel dtil.

La pérdida de la seiial se caracteriza por ¢l hecho de que, al estar presente
la sefial, 1a funcidén ¢ (Z), debido al efecto de los pardsitos. resulta ser menor
que el nivel de umbral ¢ o igual a este fltimo. Por lo tanto, la probabilidad
condicional de la pérdida de la sefial, es decir, la probabilidad de la desigualdad
[ (lzs < ¢ es igual, al tenerse la sefial 1itil, a la integral de la densidad condieio-
nal de probabilidad (3.2.23), extendida a la zona determinada por la desigualdad
¢ (2) < e

Pper.=P(p(@) < c|S=0)= S f {5 59) dz. (3.2.24)
o=y

La alarma falsn se caracteriza por el hecho de que, al estar ausente la seifial
Gtil, lu funcién @ (Z) resulta, debido al efecto del ruido, mayor que el nivel de
umbral ¢. Por Jo tanto la probabilidad condicional de alarma falsa, es decir,
la probabilidad de la desigualdad @ (Z) > ¢, al estar susente la sefial atil, es
igual a la integral de lu densidad condicional de probabilidad (3.2.23) extendida
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a la zona determinada por la desigunaldad  (z) = e:

Par=P (D) >c[S=0)= s f(z) dz. (3.2.25)
WHze

Pasemos ahora al cdleulo de la probabilidad de que se cometa un errorYal
resolver el problema de la revelacién de las seiinles. Para esto apliquomos, la

formula de la probabilidad completa, Tl -
D asye
D000

cuando huy una de dos hipétesis gue forman
un grupo completg de acontecimientos incom-
atibles: la "hipdtesis E, consiste en que
a sefial 0til estd presente; su probabilidad
es igual a p; la hipdtesis Z; consiste en que
1a sefial 0til estd ausente; =u probabilidad
es igual a g =1 — p. Las probahilidades )
condicionales de un error, teniendo estas Fig. 3.2.3.
dos hipétesis, se determinan por las firmu-
las (3.2.24) ¥y (3.2.25). Sustituyendo estas expresiones en la formula de In
obabilidad completa, para la probabilidad do que se cometa wn error obten-
remos la expresion

perr. =P (9 (B) <L c| S=2s0) - qP (@ (Z)>c|S=0)=
=p F flz—s" ds+tgq ( J{z)dz. (#.2.26)

“F(z‘i:i': (r{z‘l:‘-c
La probabilidad de que el problema de la revelacion se resnolva correcta-

mente se determinara como la probabilidad de que se produzea el acontecimiento
contrario

detector puede tomar una decisién falsa
7

Pe.corr. = 1 — perr. (3.2.2M

Para hacer caleules completes, examinemos un euso mds concreto de la
recepeisn de dos impulsos, suponiendo gue los impulsos de ruido sean magnitudes
aleatorias independientes, normalmente distribuidas, con i nales digpersiones
D y esperanzas malemiticas iguales a cero. En calidad de funcidn g (2) tome-
mos la funcién lincal

@ {21, 22) = ez + bz,

En este caso la formula (3.2.24) toma la forma
5 { {7y —!‘I')’—}—[zg—-sgl“"

Poar. =P (@(Z) < ¢] §=s0) = i | =pe W diyday
1+beste

La zonu de integracién se muestra on la fig. 2.2.3, Para calenlar la integral,
susliluyamos las variables de tal modo que en las nuevas variables ny, wa la
zona de integracién se limite solamente respecto a una de las variables, digamos
von respecto @ wy Mieniras que respecto a up se extienda de —oo hasla oo, Fs
{acil comprender que para esto basta dirigiv el eje uy perpendicularmente a la
rocta az; +— bzp << ¢ y el cjo uy paralelamente a esta vecta. Entonces, comn ¢s
facil de suponor, las nuevas vaciables uy ¥ «p se determinarin por lus formulas
(la escala Je las nuevas variables no tiene importancia)

uy = az; -} b2,

us = bz + azp.
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Despejando z; ¥ 2z en estag ocuaciones, oblendremos
aty bty

a% .| b2
Bt - atiy
2T T e
El jacobiano de esta transformacidn vs igual a

| =

2

02y s | _a b
duy ey a? 4+ h% al b 1

22 @2 A b = T3
Dy Gy T T Sy )

Con tal sugtitucién e las variables, los limites de integracion se determinardn
por la designaldad w, << ¢, os deeir, Ju integraciin se efectnari de —oco hosta ¢
con vespeolo & ny v (e —oc hasts +oo_con regprelo a ua. Como resultado, la [or-
nmla para la probabilidad condicional de pérdida de Ja sefal tomari la forma

P (D)) S =) =

4 [ 3 (u1-:u?_JZg]S-|-(u2—b=?+mg)g
= a2y ey
TR S duy S e ; dity
- —

c m'—ms*il-nsg)'-'
1 TTER LY diy =

T Vib@tm J°
c-—usg—hag
1?7(72?-!7 12
- 1 -z g1 ¢ — as — bl 3.9
Ve S ’ czz_2+d)(_—_—vm),(..zs)

donde @ (u) es la fuucion de Laplace.
De modo_semejante hallaremos la probabilidad de ularma falsu al estar

sugente la sefial 1Hi):
—p 7 R SV, 1 (R (N 2.24
Par.=P(¢(Z)>c|S=0)=5—4 (m) (3.2.29)

Ejemplo 3.2.4. En las condiciones del ejemplo antevior hallar ol procedi-
mieeto dptimo de tratamiento de la sefial recibida por el detector, que asegure
1a probsbilidad minima de que se cometa un error y, por consiguiente, ln pro-
babilidad méxima de una resolucién correcta. Con otras palabras, hallar la
Suncién @ y el nivel de unabral ¢ a condicién de que se garantice la probabilidad
minima de un error, ;

Para resolver este problema, aprovecharemos el hecho de que

-

w0

g fz—s) dz+ 5 fe—s)dz= 5 fz—-sYds=1,
p2y=c glz)>c -
y escribiremos la férmula (3.2.26) en la forma

Perr.=P— S iof (z— 50)— gf (2)] d=. (3.2.30)
Pz)>e
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‘Do-agui estd claro que la probabilidad de un etrot pery, tieme el valor minimo
cuandp la intégral es méxima. Por lo tanto, el problema s¢ redice a la sleccion
de la:funcion ¢ (2} v la magnitud ¢ de modo tal, que la integral en (3.2.30) ténga:
el mayor valor posible. Es ovidente que esta integral aumenta al afadir a la
gona. de integracidn tales partes deél éspacio del vector z en lns cuales la funcién
isubintegral ¢s positiva, y disminuye al afiadir a la zona de integFacién tales partes
“del -espacio en las que la funcién subintegral es negativa. Por comsigulente,
.esta integral tiene el valor méximo en el case en que la zona de integracion coin-
‘cide con aquella ‘zona del espacio del veclor z en la cual la funéién subintegral
“eg ‘positiva, es deeir, cuando la desigualdad

Pz =>¢ (3.2.31)
equivale a la designaldad pf (z — 5% — g¢f (z) = 0 o bicn
fiz—% g i
R IO tidad)

Supongamos ahora que @ (X} es una funcidn arbitraria, rigurosamento creciente.
Entonces de (3.2.32) se deriva que

0 ( f [;;}s“} ) >0 (%) i {3.2.83)

Comparasdo esta desigualdad con (3.2.31), vemos que la furcion @ (2) y el
urabral ¢ se pueden determinar por las férmulas

— 50

=0 (&"_‘) =0 (Z) 3.2.

¢ (=) (@) y € 7 . ( 34)

En cste caso la desigualdad (3.2.31) serd equivalente a la desigualdad (3.2.32)
v la Prohabllidad de una resolueien orronea popp. tendrd el valor minimo.

Vemos que la solucién del problema de la revelucién aptima de la sedisl

en su escrcia no es univoca, puesto qlue la funcién creciente & (A} so puede elegir

arbitrariamente. Frecueatemente en los problemas practicos resulta conveniente

tomar en calidad de funcién 8 (&} el logaritmo natural ln A. En este caso la

funcion @ (s) y el nivel de uwbral ¢ se determinan por las férmulas

fz—2") T .

2}z ln ——— o =ln<. 205

?¢) - Ty PR

En ¢l caso particular cuando se trata de impulsos de ruido independientes

normalmente repartidos con esperanzas matematicas iguales a cero ¢ iguales

dispersiones D,
n
1 1
—— . H
flx) = G b exp { 50 Z ”'i}
i=]

v la primera [¢rmula de (3.2.35) toma la {forma

n n A
i 1 1 i P
plz= - B 21 [{(z;—s¥)2—zP] =7 Zl sﬁ'z;—m—)u ()% (3.2.36)
i= pe= t=1

Pues hien, en este caso la funcion oplima @ {z) es funcién lineal de los impulsos
recibidos, es decir, el deteclor 6ptimo es un sistema lineal. E] mismo resultado
se obtendra en el caso de un vuido arbitrario normalmente repartido.

La relacién de las densidades condicionales de probahilidad da la sefal
que se recibe al estar presente la sefial 0til v al estar égta ausente se llama rela-
cidn de veresimilitied. Asi pues, el sistema de revelacién 6ptima debe celeular
la relacién de verpsimilitud o cualquier funcién creciente do esta relacién y

T0U5H
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cowpararla con el umbral ¢, Para determinar el umbral por la segunda férmu-
la (3.2.34), es necesario conocer Ja probubilidad de presencia de la sefial 1til s*
en la senal recibida z. Sin embargo, en la préctica esta probabilidad es de ordi-
nario deseonocida. Por eso el problema de revelacién se resuelve frecuentemente
por otro procedimionto, a saber, partiendo de la condicién de probabilidad
minima de pérdida de la sefial pyer, dada la probabilidad de alarma falsa pa p = .

Para hallar la funcién éptima @ (2) ¥ el umbral ¢ con los cuales la proba-
bilidad de pérdida de la sehal es minima y la probabilidad de alarma falsa
tiene el valor dado o, se puede aplicar el método de multiplicadores indefinidos
de Lagrange. Entonces el problema se reduce a la determinacién de la funcién
@ (z) partiendo de la condici6n de gue la magnitud

Py=pper, ki, sea minima,

donde % es o multiplicador indefinido que se halla de la condicion de gue
Pa.p, = & después de determinar Ja funcion ¢ (s). Este (rrohlemu 28 resuelva
igual gue el de determinacion de la funcién qE {z) partiendo de la condicidn de
que la probahilidad completa de errores sea minima. Como resultado hallaremos

— f{z—s9) == ( £
P(=0 (—-—r = ) e=8e (3.2.87)

La segunda de cstas formulas determina el umbral ¢ por medio de la magnitud
incognila A que, & su vez, se halla partiendo de la condicidn de que pg.q. = .
En lugar do esto se puede determinar el umbral ¢ directamente de la condieion
Pa.g. = o dejando 1n magnitud A indeterminada. En efecto, haciendn uso de
{a fgrmula (3.2.25) e igualando la probabilidad de alarma falsa a la magnitud &,
obtendremos, para la detorminacién del umbral e, la ecuacidn

flp)de=ut. (3.2.38)
oz} =e

En particular, al vevelar la sefial en dos impulsos independientes normal-
mente repartidos con esperanzas matematicas iguales a cere e iguales dispersio-
nes D, para determinar p,.p, 88 puede emplear la férmula (3.2.20) del ejemplo
anterior, puesto que la funcién Hptima @ (z) segin (3.2.36) es en este caso lineal.
Comparando la expresién do la funcién @ (21, 52) del ejerplo anterior con (3.2.36),
vemos gue en ¢l caso en cuestién a = si/D, b = s4/D. Sustituyendo estas expre-
siones en (3.2.29), hallamos

1 T
Fa.1. =?""$ (C l/—_—__(\"?]ﬂ'i'(ﬂg)z ) .

lgualando esta expresidn a la magnitud =, obtenemos la ecuacién para detor-

minar el umbral
D 4 i
o {c ]/—_(392+(sg)2 ) =5 (3.2.39)

Sea v el valor dél argumento de la funcién de Laplace para el cual dsta es igual
a 11{2.--— a, es decir, @ (¥) = 1/2 — o Comparando esta igualdad con (3.2.39),
hatlamos

S TANE - (58
c=v V _(."'}_j)'.ﬁi)— . (8.2.40)

Ahora bien, en este caso el umbral ¢ se determina directamente por la fér-
mula (3.2.40) ¥ lo segunda férinula de (3.2.37) se hace innecesaria,
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§ 3.3. Leyes de distribucién de las funciones
de magnitudes aleatorias

En los problemas pricticos se necesita frecuentemente hallar las
leyes de distribucion de magnitudes aleatorias que representan las
funciones de otras magnitudes aleatorias que tienen leyes de distri-
bueién conocidas.

Supongamos que la magnitud aleatoria Y representa la funcién
unifvoca dada de la magnitud aleatoria X:

Y =g (X). (3.3.1)

El problema consiste en hallar la densidad de probabilidad f, (y)
de la magnitud aleatoria Y conociendo la densidad de probabilidad
fy (z) de la magnitud aleatoria X.

Iallemos la densgidad conjunta de probabilidad de las magnitudes
aleatorias X, Y. Para esto hallemos primeramente la densidad con-
dicionul de probabilidad de la magnitud aleatoria ¥ con respecto a X.
En el caso en cuestion, para cada valor z de la magnitud X, la mag-
nitud aleatoria ¥ tiene el Gnico valor posible ¢ (z) y la probabilidad
condicional de este valor con respecto al acontecimiento X = 2 es
igual a la unidad. Por consiguiente, la densidad condicional de
probabilidad de la funcidén aleatoria ¥ con respecto a la X representa

una funcién delta
20 12) =8 (y — o (=) (3.3.2)

Sustituyendo esta expresién en (3.2.10), hallemos la densidad
conjunta de la probabilidad de las magnitudes aleatorias X y Y:

fla, ) =11 (@) 6 (y — ¢ (2)- (8.3.3)

Pues bien, si la distribucién bidimensional estd dispuesta total-
mente en cierta curva {lo que corresponde al hecho de que para cada
valor z de 1a magnitud X la magnitud ¥ tiene el tinico valor posible),
entonces la densidad de probabilidad del vector aleatorio (X, Y) se
expresa con ayuda de la funci6n delta impulsiva por la férmula {3.3.3).

Ahora, para hallar la densidad de probabilidad f, (y) de la mag-
nitud aleatoria ¥ es suficiente emplear la férmula (3.1.19). Entonces
obtendremos

oo

L= { 1@ 6 @—e@)da. (3.3.4)

Esta férmula es la férmula general que determina la ley de distribu-
cién de una funcién univoca delerminada de la magnitud aleatoria X,
Examinemos ahora el caso de la dependencia continua reciproca-
mente univoca entre las magnitudes aleatorias X, Y. Esto quiere
decir que la funcién ¢ (z) es confinua y que no solamente a cada
valor x de 1la magnitud aleatoria X le corresponde un valor y, y sélo

T*
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uno, de la magnitud Y sino que, a su vez, a cada valor de la magni-
tud Y le corresponde también un valor, y sélo uno, de la magnitud X.
En la fig. 3.3.1. se muestra la curva y = ¢ (z) para el caso de la
dependencia reciprocamente univoca de y con respecto a z. En la
fig. 3.3.2. se representa el caso en que la dependencia entre z y ¥
no es reciprocamente univoca. Es ficil comprender que en el caso
de la funcién continua ¢ (z), la dependencia entre las magnitudes
aleatorias X y Y es reciprocameute univeca cundo, y solamente

cuando, la funcion ¢ (z) es mondtona

i en la zona de los valores posibles
/ de la magnitud aleatoria X.
¥
AN /
/| / N—
AT = ] et T
Tig. 3.3.1, Fig. 8.3.2.

Suponiendo que la funcién ¢ (z) es mondtona en el intervalo
(x, xz) ¥ la densidad de probabilidad /, (z} es igual a cere fuera de
este intervalo, escribamos la féormula (3.3.4) en la forma

X1
)= /1@ 8—pW)du. (3.3.5)
3
Hagamos la sustitucién de las variables
v = (u). (3.3.6)

Considerando esta igualdad como una ecuacién con respecto a u
para el valor dado v, observamos que esta ecuacidn tiene la tnica
solucién en la zona de los valores posibles de la magnitud aleato-
via X (fig. 3.3.1). Con otras palabras, en el caso en cuestion, existe
la funcidén inversa univoca

u = (). (3.3.7)

du = |y (v) | v, (3.3.8)

donde las diferenciales du y dv son positivas. Susiituyendo las
expresiones (3.3.6) y (3.3.8) en la férmula (3.3.5) y teniendo en
cuenta que, al sustituir lag variables (3.3.6), el intervalo (%, =)
pasa al intervalo (yy, yz), obtemdremos

Vy

fa) = @)Y ©)|84y—v) dv. (3.3.9)

iy

De aqui hallamos
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De ‘aqui, én virtud de la propiedad conocida de la funcién delta
(2.2.6), hallamos .
o) =1 (o D) 1" () |- (8.8.10)

_ Ejempio 3.3.1. La mognitud aleatoria ¥ cs funcidn linead de la magnitud
aleatoria X: _
Y =aX L+b {3.8.41)
Hallar su densidad de probabilidad comociendo la densidad de probabilidad
i {z} de la magnitud aleatoria X. !
En el caso en cuestifn, la funcién @ y la funcién inversa 1 so determinan
respactivamente por las [drmulas
¥y =g () maz-{—b,.
& = (¥) = (y — b)/a.
Sustituyendo la dltima expresion en (3.3.10), obtendremos la formula para la
densidad de probabilidad de la funcién linenl de la magnitud alestoria:

1 —_ 4
f2 =g (H—;i) ; (3.3.42)
En particular, cuandoe
1 _e—m)=
in (” e e——— Zo®
a |/ in
de la formula hallada tendremos
_Uy—tfi =]
1 262

12{5‘)=W9

Asi pues, la funcin lineal de una magnitad aleatoria novmalmente repartida
también esta distribuida normalmente.
Ejemplo 3.3.2. Sea
Ye==gseu o,

donde X es la magnitud aleatoria normalmente repartida en el intervalo Ln/2w.
Puesto que en este case la funcion @ (z) = a sen o es mondtona en la zona do
los valores posibles de la magnitud aleatoria X, entonces, la densidad de pro-
babilidad de la magnitud aleatoria ¥ se puede determinar por la [drmula (3.3.10).
Para esto hallemos la tupcién inversa

1
;:w(y}:E e sm\% (lyl<a)

v su derivada
Py =

1
o Var—y
Sustituyendo esta expresion en (3.3.10) y temiendo en cuenta que
- @/m 8l [I]Q_.‘li?m,
fiiz)= {U si |z > niZe,
obtendremos

1 .
fs (y)m{a Var g LA (3.8.43)
[ st |y|>>a.
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El g’r;iiim do esta densidad de probabilidad se muestra en la fig. 3.3.3. Tal ley
de distribucién se llama ley del arco seno. Esta ley se encuentra frecuentemente
en los problemas pricticos como ley de distribucién de los errores debido a las

excenlricidedes de los limbos en los gonidmetros
Gt I y otros instramentos de medida.

Ejemplo 3.3.3. Para mostrar como se aplica
ia farmula (3.3.4) en el caso general, cuando la
funcién ¢ (z) no es mondtona en el intervalo de
lus valores posibles de la magnitud aleatoria X,
examinemos el caso cuando

Y=sen X,

y la magnitud aleatoria X estd uniformemente
repartida en el intervalo ks

- ———

I
1
|
|
|
i
- 5{

1020 i |x] el
Fig. 3.3.3. f’l(f‘)={ 0 si |zj>mn

Segin (3-3.4) la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria¥{se deter-
ming por la férmula
n

fa (ﬂ’)'——-’:—n S & (y —sen z) da.

-1

Para caleular esta integral, dividemos la zona de integracién en tres partes

4 y=senx
R it
y ] i |
oo
- .o
g bl z
i P T — =z
| arcsen y 2 RP{SEHy
|
i
————— ~—y
Fig. 3.3.4.

tales, que la funcién
y=30n 2= (x)

spa mondtona en cada una de ellas. Eatonces obtendremos

¢ ~a/2 /2 n
fa(y-;?n-[ [ & (y—sen z) dz X 8 (y—sen z) dz 4 j § (y —sen z) dz].
- -2 a2

Hallamos las funciones inversas para cada parte de integracién. De la fig. 3.3.4
8o deduce que

Py (p) = —n—arcseny si —1<y<,
2 {y) = arc sen y si 1<y,
Ps (y} = & — arc 3en y si 0= y<1.
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Hallemos las derivadas de las funciones inversas para cada parte:
W= @ =— -y~
i () =01—y)~ V%

Sustituvendo en las integrales las variables respectivamente z =y (n), = =
=1z (), = =, (W), teniendo en cuenta que en este caso sen z =10, ¥ aplicando
las expresiones obtenidas para ¥; (), 5 (z) ¥ W5 (), tendremos

L] L]
=gz | su—mu—w et [s—ma—mans
-1 -1

i 1

e Ty (e ) (1 =1/2
+§ﬁ(y 7 (—n2)~ 2 dn | =k [2516(:; n W—ny~2dq ]
De aqui para | y | << 1 hallamos

T W .
B H’—u. ’-—--—1__92-

Fuera del intervalo | ¥ | < 1, la densidad de probabilidad #, (y) es igual a cero,
puesto que para | y | = 1 la funcién subintegral en el dltimo intervalo es idén-
ticamente igual a cero en el intervalo de integracibn.

Ahora bien, la densidad de probabilidad de la magpitud aleatoria ¥ se deter-
mina por la férmula

1
S 1,
Iz(yl={n]/_1—-y‘2 s lvl<
0 si y1>1.

Ejemplo 3.3.4. La ma%nituﬂ aleatoria X estd repartida uniformemente en
el intervaf‘o (0, 1). Hallar la loy de distribucién de la magnitud aleatoria ¥ = X3.

En vista de la momnotonia de la funcidén y = ¢ () en el intervalo (0, 1},
la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria ¥ se puede determinar por
la formula (3.5.10). Dado gue

z=p W)=V ¢ W=12V1 vy h==1
para 0 <=z < 1, hallamos

[12Vy si o<y<y,
L 0 sio p<0, p> 1.

Ejemplo 3.3.5. La magnitud aleatoria X estd repartida uniformemente en
el intel;valo (—1, 1). Hallar la ley de distribucién de la magnitud aleatoria
Y = X%

En este caso la dependencia entre las magnitudes aleatorias no es recipro-
camente univoca en la zona de los valores posibles de la magnitud X. Por con-
siguiente, no se puede aprovechar la férmula (3.3.40) y hay que recurrir a la
férmula general {3.8.4). Puesto quo la magnitud aleatoria X esté distribuida
uniformements en el intervalo (—1, 1), entonces, segin la férmula (3.5.4),
obtendremaos

fa )=

1
fw=g | 6@—a .
-1
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La funcién y = 2 es mondtona en cada uno de los intervales (—1, 0) y (0, 1)
Por 1o tanto, en el intervalo (—1, 0) tenemos que

=1 1 ==Vr vi ) = —1/2V7,
y en el intervalo (0, 1)
=y =T b () = 12V
Por eso, dividamoes la zona de integracidn en dos partes y cumplamos en la

primera integral la sustitucién de las variablez z =, (1) y en la segunda,
x =1z (). Entonces obtendremos : Y a

=

i
1 dn 1 dn
fa == | S(y—m) e j T L
: avn g 2V

..

1 dan 1 "
=— | fly—n) —== — s5i O<y <1,
: | Vi Ve .

Por consiguiente, la densidad de probubilidad] de Ia magnitud aleatoria ¥
se determina por la férmula
12 Vy si 0<y<t,
0

fz{y)={ sioy<<0, y>1.

Ejemplo 3.3.6. Hallar la loy de distribucién de la sefial de salida ¥ del
olemento no lineal en el ejemplo 2.2.1.

Segin los datos, la seiial de salida ¥ ostéa limitada en magnitud absoluta
por el nimero a y os igual a la sefial de eutrada X cuando este Gitimo tiene el
valor on los limites {—a, a), es decir

a8 X>a,
Ye=gp(X)={ Xsi|X|<a,
—a g N <—a.
Teniendo en cuenta gue Ia sefiul de entrada X estd uniformemente repartida en
el intervalo —2,54 <7 z << 1,5a, segin la formula (3.3.4), obtenemos
1,5

fz(u1=f;; j S{y— () da=

-

@ 1,?11
:3‘51;[: ?X 5(9+U)dx+j S (y—x) du “ ﬁ(y-a)dxj=
-4,6a o 3

==t a5 8 )+ S (1—a.

.De un modo absolutamente semejante se determina la ley de
distribucién del vector aleatorio Y que representa la funcién de
-simple valiuacién del vector aleatorio X cuya densidad de probabili-
dad es condeida. Supongamos que las componentes Yy, ..., Y,
del vector aleatorio Y son funciones de simple valuacién de las
componentes X, ..., X, del vector aleatorio X:

Yy=¢;(Xy ..., X)) (=1,..,m. (33149
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Es necesario hallar la densidad de probabilidad f; (g + . vy ¥m)
del vector aleatoric Y, conociendo la densidad de probabilidad
fi (z4y ..., x,) del vector aleatorio X.

Para resolver el problema planteado, hallamos primeramente
la densidad condicional de probabilidad del vector aleatorio ¥
con respecto a X. Puesto que para cualesquiera valores zy, ... w,
de las magnitudes aleatorias Xy, . . ., X, cada una de las magnitudes
aleatorias Y,, ..., Y, tiene, en wrtud de las férmulas (3.3. M),
solamente un unico valor y la probabilidad de este valor es igual
a la unidad, entonces la densidad condicional de probabilidad del
vector aleatorio ¥ con respecto a X representa el producto de las
funciones delta

falWre o os ym| @y -0y wn) = [I 8 (=@ (@1 -0y @a). (8.8.15)
La densidad conjunta de probabilidad de los vectores aleatorios X
y Y, segin la férmula (3.2.19), es igual a
f{x" i 'T:"-? y]ﬁ ey ym)z

=y o 85) fl;lla(yj—cp; @ - @) (3.3.16)

Integrando esta igualdad con respecto a 2y, ..., z, ¥ cambiando
la designacién de la variable de integracién, hallaremos, segin la
férmula (3.1.19), la densidad buscada de probabilidad del vector
aleatorio ¥

fB(yh ey y")z

= j e j Filien, - ua) ]-I S{yi— i (s <o vy ttn)ydiey o . disy.
- e 3.2.47)

Ahora supongamos que el nimero m de las magnitudes aleato-
rias ¥; es igual al nimere n de las magnitudes aleatorias X; y que
la dependencia entre las magnitudes aleatorias X, ..., X,

v ¥y, ..., Y, o8 reciprocamente univoca. Este quiere decir que
el sistema de ecuaciones
vy =gy {ugp ... uy) (=1, . n) (3.3.18)

tiene la solucién tinica en la zona de los valoves posibles de las
magnitudes X, ... X,:

T TRl /1 B S PR | (3.5.19)
Al llevar a cabo en (3.3.17), para m = n, la sustitucién de las

variables de integracién valiéndose de las férmulas (3.3.18), (3.3.19),
de acuerdo con la regla de sustitucién de las varisbles en unaintegral
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miltiple ohtendremos

L@ o) = § = jf,u}n(m, ey Uy e ey WPt - ey OR)) X

LA CTTEA

n
<11 a(yjﬁu,}IM vy, ..., dvn,  (3.3.20)
i=1
donde '
APy (g g tn) APy {eg s va) APy (Byy 0o Un)
P04 ovy e Jon
f':"'l"_»{v{_, weasBn) Py pgy ey Un) g (40 - -0 V5)

a("bh--wﬂ’u) = El 7 - F
BBy oees ¥n) A ‘2 i

vy V) Apa v oaEn My (Vg -0 Ua)
duy Aty ™ dun

«¢s el jacobiano de las funciones (3.3.19) y B, la zona en el espacio
de las variables vy, ..., v, en la cual lag férmulas (3.3.18) trans-
forman a todo el espacio de las variables uy, ..., u, (en el caso
particular, B puede coincidir con todo el espacio de las variables
s Doy unB. La integracién en la f6rmula (3.3.20) se puede cumplir
aplicando la propiedad fundamental (2.2.6) de la funcién delta.
‘Como resultado obtendremos

falys -y Un)=
=!l('tpl(yh TRy yﬂ)l Aty lpﬂ (yll i Q’nn M T (3'3'21)

3 (Wgy s lin)
Aqui, al calcular el jacobiano, los argumentos vy, ..., v, de las
funciones ¥; (vy, . .., vy) deben ser sustituides por las variables
<correspondientes yy, . .., ¥,. La férmula (3.3.21) es valida para
todos los valores ¥y, . .., ¥, en la zona B. Fuera do la zona B la

densidad de probabilidad f; (#y, ..., ¥,) es igual a cero.

Ejemplo-3.3.7. Hallar las leyes de distribucién de las coordenadas polares
-«lo-un punto aleatorio situado en el plano, si las coordenadas rectangulares del
mismo tienen la densidad conjunta de probabilidad 7y (z, z). )
Designemos las coordenadas polares (el radio vector y el dngulo g;ﬁar) por
LR y ©. Estas coordenadas estén ligadas con las rectangulares X e ¥ por las
-dependencias

X=Rcos®, y=~Rseen®(R>=0,0< DL 2n)

gg;' $—; = R. Aprovechando las dependencias obtenidas,
presentemos la. expresfdn para la densidad conjunta de probabilidad de las
«woordenadas polares fa (r, @) en la forma ;

2z, y)

it p=h ) | 520

«con el jacobiano

=rfy (rcos @, rsen p). (3.3.22)
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Por integracién de la fltima igualdad con respecto a ¢ y r correspondiente,
hallamos la densidad de probabilidad del radio vector y del dngulo polar:

2n .}
frlry=r Y fr{rcos @, rsen ) dp, I
(2.3.23)

fol@)=\ fy(rcosp, reong)rdr.

St s

Si la densidad conjunta de probabilidad de las coordenadas rectangulares

depende solamente del radio vector, es decir, f; (z, y) = f, (V2 + 15 =
= h {r), entonces de (3.3.23) obtenemos

fr (r)=2nrk {r), (8.2.24)
folo)= 30 rh (r\ dr == const. (3.3.25)
o
En el caso particular de una distribucién normal circular en el plane, cuando
Br)= z,:_u e"ﬁ%, (3.3.26)

de (3.3.24) y (3.3.25) hallamos

*

-2
r =~ 2T
felir)= Y o

o (0= (3.3.27)

Por congiguiente, el radio vector del punto aleatorio estd repartido por la ley
de Rayleigh v la fase estd repartida uniformemente.

Ejemplo 3.3.8. Hallar la ley de distribucién de la amplitud y de la fase
de las oscilaciones arménicas aleatorias de frecuencia determinada

X () = U sen wt 4 Z cos o, {3.8.28)

si Tos coeficientes I, Z son independientes, normalmente repartidos con iguales
dispersiones D y con esperanzas malematicas ignales a cero.

En el caso dado se puede aprovechar directamente los resultados obtenidos
en el ejemplo anterior. En efecto, presentemos (3.3.28) en la forma

X (1) = A sen {wt + D), (3.3.29)
donde

A= VUFF 2, ® = arclg (Z/U).

Entonces la densidad conjunta de probabilidad §h (u, z) de lus coeficientes &/, Z,
en virtud de que &/, Z son independiontes, estin normalmente distribuidos con
iguales dispersiones y esperanzas matematicas iguales a cero, se exprosa por
la férmula

_’u“-}-:ﬁ,[

filu, 5= 2}:3 e D {8.3.30)

Por lo tanto. la amﬂlitud A de una oscilacién arménica aleatoria estd disiri-
buida por la ley de Rayleigh y la fase @ est4 uniformemente repartida de modo
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que

4 =L
fal@y = ¢ 70,

o (@)= (3.3.31)

Por eso, en los problemas concernientes a la radictécnica, donde es necesario
examinar frecuentemente las seiiales gue reprosentan oscilaciones arménicas
enn amplitud y fase aleatorias, es la ley de Rayleigh la que se suele tomar en
calidad de ley do distribucién de la amplitud.

Ejemplo 3,3.9. Hallar la ley de distribucién de la suma de las magnitudes

aleatorias
Z=X1Y, (3.3.32)

conociendo la ley de distribucién de los sumandos.
Al sustituir en (3.4.32) las magnitudes aleatorias por sus valores posibles,
obtendremos
s=z+y=¢(n (3.3.33)
Esta ecuacidn tiene la solucién dnica respeclo a cuslgquiora de las variables,
z, y. Despejando en ella, por ejemplo, = hallamos
T=z—y=1(z g
Como en el caso dado tenemos una sola funcién v, entonces el jacohiano es

igual a ép/dz = 1.
Por eso, aplicando la fornula (3.3.17), en el caso cn cuestidn tendremos

oo oo

o= {nense-r—paay=
- j B st 5 fi{e—1 3y (3.3.36)

La segunda integral en esta férmula se obtiene si en la ecuacion (3.3.33) se des-
peja y en vez de x.

La formula (3.3.34) determina la ley de distribuciin de lo suma de las
magnitudes aleatorias X e Y tanto dependientes como independicntes. Conviene
sefialar un importante caso particular cvando los sumandos X e Y son inde-

pendientes. En este caso
filzs ¥) =k (=) L), (3-3.35)

donde & (z) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria X, i(y}
es la dengidad de probabilidad de la magnitud aleatoria ¥. En este caso par-
ticu{a:dla substitucién de la expresion (3.3.35) en la férmula (3.3.34) da como
resultado

fo ()= S k(=—¥) Lo di= j k(2) 1 (z—2) dz. (3.3.36)

La integral de tal tipo se llama.de ordinario convelucion de las funciones ky 1.
Ahora bien, la densidad de probabilidad de la suma de dos magnitudes aleato-
rias independientes representa la convolucién de las densidades de probabilidad
de los sumandos.

La operacién concerniente a la determinacién de la ley de distribucion de
la suma segin las leyes de distribucion de los sumandns independientes ha
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recibido en la Teoria de Probabilidades el nombre de adicién o composicién
de 1as leyes de distribucidn.

Es evidente que de un modo absolutamente andlogo se puede obtener la
ley de distribucién de la suma de un nimero cualquiera de magnitudes aleato-
rias. En lo que se refiere a los sumandos independientes, se puede proceder
también del modo siguiente: hallar la composicion de las leyes de distribucién
de los dos primeros sumandos, luego hallar la composicién de la ley de distribu-
cifn de la suma de los dos primeroz y la ley mencionada del tercer sumando, ete.

§ 3.4. Momentos de un vector aleatorio

Se llama momento de orden r-+s de un vector aleatorio (X, Y)
a la esperanza matemadtica del producto X"Y*:

e = M [X'Y"] (3.44)

para cualesquiera r y s enteros no negativos.

Es evidente que en el vector aleatorio bidimensional existen
k 4 1 momentos del orden dado k, es decir, tantos cuantos son los
procedimientos que se pueden emplear para partir un nimero entero
positive &k en dos sumandos enteros no negativos.

Para calcular los momentos de un vector aleatorio, valgimonos
de la férmula general para la esperanza matemdtica de la funcién
univoca arbitraria, real o compleja, de las magnitudes aleatorias X, Y.
En virtud de la definicién de la esperanza matemitica como valor
medio probabilistico pesado, para determinar dicha esperanza de la
magnitud aleatoria ¢ (X, Y) conviene multiplicar cada wvalor
posible ¢ (z, y} de esta tdltima por el elemento de probabilidad
correspondiente f (z, y) dz dy e integrar el resultado obtenido con
respecto a todos los valores posibles z, ¥ de las magnitudes aleato-
rias X, Y. Como resultado obtendremos

MigX = { | ¢ i pded. 342
Es facil comprobar que en el caso en que la funcién ¢ depende sola-
mente de uno de los argumentos, la férmula (3.4.2) da el mismo
resultado que (2.3.4). En efecto, si, por ejemplo, ¢ (X, ¥) = ¢ (X)
no depende de Y, la férmula (3.4.2) da como resultado:
M (X)]= j { ¢@ 7 pdray=

—0q —oo

= o@ar [ j@way. @43

-0

Pero, en virtud de (3.1.18), la integral de la densidad conjunta
de probabilidad de las magnitudes X, ¥ con respecto a y es igual
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a la densidad de probabilidad de la magnitud X:
{ 1@ way=h@.

Por eso la férinula (3.4.3) se puede escribir en la forma

-3

Mig (= | ¢ f () da,

-

lo que demuestra la afirmacién enunciada. Asi pues, como era de
esperar, la esperanza matemdtica de la magnitud aleatoria ¢ (X)
calculada por diversos procedimientos con ayuda de diferentes
densidades de probabilidad, ligadas con la magnitud aleatoria X,
siempre resulta la misma,

Suponiendo en la férmula (3.4.2) @ (2, y) = 2"y*, obtendremos
la siguiente férmula para los momentos de un vector aleatorio:

W m

s = j § @vi, g)dz, dy. (3.4.4)

En particular, esta formula da los momentos o,y v @, de las
magnitudes aleatorias X y ¥ tomadas por separado.

Ahora bien, los momentos del vector aleatorio (X, Y), en los
cuales uno de los indices es igual a cero, coinciden con los momentos
de las componentes correspondientes del vector mencionado:

Qg =0, Uge= 0¥,

donde of y a sonel momento de orden r de la magnitud aleatoria X
y el momento de orden s de la magnitud aleatoria Y respectiva-
mente. En particular, los momentos oy y apy Son iguales a las espe-
ranzas matematicas de las magnitudes aleatorias X y ¥ respectiva-
mente.

De un modo semejante se determinan los momentos centrales
del vector aleatorio. Se denomina momento cenfral de orden r + s
del vector aleatorio (X, Y) a la esperanza matemdtica del producto
(Xey(rey: '

[}

e = M [(X%)" (YO)], (3.4.5)

donde X°.= X — m,, Y == Y — m, son las magnitudes aleatorias
centradas correspondientes. Para cai’cular estos momentos, supon-
gamos yue en la férmula (3.4.2)

¢z, ¥) = (@ — m)" {y — my).
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Entonces obtendremos
o0 o0

lrs = 5 5 (r—m)" (y—m,)* f (z, y) dzdy. (3.4.6)

— — 0

Suponiendo que en esta f6rmula uno de los indices r, s es igual a cero,
obtendremos los momentos centrales de las componentes del vector
‘aleatorio

Bro=H7, Hos = pi.

En particular, los momentos centrales de segundo orden Wsp ¥y o
representan las dispersiones de las magpitudes aleatorias X y Y:

oo =5 =Dz, P = =D,

Para los fines practicos tiene gran importancia aquella parte
de la Teoria de Probabilidades que se limita a la investigacién de los
momentos de primer y segundo orden de las magnitudes aleatorias.
En lo que toca a la ley normal de distribucién de la magnitud. alea-
toria escalar, como hemos visto, para determinar por completo
la ley de distribucién es suficiente conocer el primer momento de la
magnitud aleatoria, es decir, la esperanza matematica, y el segundo
momento central, es decir, la dispersién. Para las leyes de distribu-
cién distintas de la normal esta tesis puede no ser valida. Puede
ocwrrir que no sea bastante el conocimiento de la esperanza mate-
mética y de la dispersién para caracterizar por completo la ley de
distribucién. Pero, no obstante, la dispersién caracteriza la flue-
tuacion de una magnitud aleatoria. Esto ofrece la posibilidad de
limitarse en muchos problemas pricticos a la determinacién de los
momentos de primer y segundo orden de la magnitud aleatoria,
haciendo caso omiso de la ley de distribucién.

Para el vector aleatorio bidimensional existe, ademds de los
momentos de segundo orden [y ¥ 1oz, todavia el momento de segundo
orden py;. Este momento, que tiene una importancia especial para
los fines précticos, se llama momento de correlacion o momento de
enlace de las magnitudes aleatorias X, ¥. Designaremos el momento
de correlacién de las magnitudes aleatorias X, Y por k.. Suponiendo
en la férmula (3.4.8) r = s = 1, obtendremos para el momento de
correlacién de las magnitudes aleatorias X, ¥ la férmula siguicnte:

Ky = gy = M [X°F?] =

= [ | @—m)y—m) 1@ dzay. @.4.7)

- —o00

El niomento de correlacién de dos magnitudes aleatorias carac-
teriza hasta cierto grado, no por completo, la dependencia entre
estas magnitudes aleatorias. En electo, el momento de correlacién
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¢s el andlogo teérico del momento de correlacion estadistico [§ 1.2,
la féormula (1.2.22)]. En el § 1,2 la intuicién nos ha sugerido que el
momento de correlacién estadistico distinto de cero indica la existen-
cia de cierta dependencia entre las magnitudes aleatorias. Por eso,
es natural esperar que las magnitudes aleatorias sean dependientes,
si el momento de correlacién de las mismas es distinto de cero.

Las magnitudes aleatorias X y Y se llaman correlacionadas
siempre que su momento de correlacion sea distinto de cero. Las
magnitudes aleatorias se denominan no correlacionadas si su momento
de correlacion es igual a cero.

Demostremos gue las magnitudes aleatorias independientes nunca
estan correlacionadas. En efecto, supongamos que X y Y sean inde-
pendientes. Entonces su densidad conjunta de probabilidad es igual
al producto de sus densidades de probahilidad, y podemos escribir

0 ob

k= | § @—ma) —m,) 1y @) f2 ) d dy =

=(| e—mn@de) (| 4—m)f@)ay). 349

Pero cada una de estas integrales es igual a cero como momenlo
central de primer orden de la magnitud aleatoria correspondiente.
Por consiguiente, el momento de correlacién de las magnitudes
aleatorias independientes siempre es igual a cero. Con otras pala-
bras. las magnitudes aleatorias independientes siempre estin no
correlacionadas. De aqui resulta que las magnitudes aleatorias
correlacionadas siempre son dependientes, que es lo que nosotros
esperabamos. La tesis inversa no tiene validez, es decir, las magni-
tudes dependientes pueden estar tanto correlacionadas como no
correlacionadas. Aclaremos esto con un ejemplo sencillo, Examine-
mos la dependencia funcional ¥ = X*. Esto quiere decir que todas
Jas posiciones. pos1bles de un punto aleatorio en el plano se disponen
-en laiparabola y = 22 Aqui es evidente la més rigorosa dependencia
eittre- Xy ¥, puesto que el valor de la magnitud X determina por
completo:el” valur de la-magnitud Y. Supongamos que la distribu-
cién’de la magnitud aleatoria X es simétrica con respecto al origen
de coordenadas. En este caso my = 0, y a un mismo valor de la
magnitud Y le corresponden dos valores de la magnitud X iguales en
magnitud absoluta y de signos contrarios para los cuales la densidad
de. probabilidad tiene un mismo valor. Por eso, a cada elemento
positivo de la integral (3.4.7) le corresponde un elemento negativo
igual-en magnitud absoluta. Por lo tanto, en este caso, el momento
de correlacion k., es igual a cero, es decir, las magnitudes aleatorias
X v Y no estdu correlacionadas. Ahora bien, aqui las magnitudes X
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y. Y no estin correlacionadas a pesar de que entre ellas existe la
dependencia funcional.

Se puede demostrar una afirmacién todavia més general: si
1a distribueién conjunta de las magnitudes aleatorias X, Y es simétri-
ca por lo menos respecto a una de las rectas paralelas a los ejes de
coordenadas y que pasan por el punto (m,, m,), entonces el momento
de correlacion de estas magnitudes es igual a cero. En efecto, en
este caso, a cada elemento positivo de la integral (3.4.7) le corres-
ponde un elemento negativo de igual magnitud absoluta. -

Asf pues, para las magnitudes aleatorias con momentos finitos
de segundo orden, la nocién de no correlatividad s mas amplia que’
la de independencia. Cuando decimos que las magnitudes aleatorias no
estin correlacionadas, superponemos en ellas limitaciones conside-
rablemente menores que en el caso cuando decimos que ellas son
independientes. La exigencia de independencia de laz magnitudes
es mads rigurosa que la de no correlatividad.

En algunos casos es més conveniente examinar el momenio de
correlacion normal o, como éste suele llamarse, el coeficiente de
correlacién. Se denomina coeficiente de correlacién de las magnitudes
aleatorias X y Y la relacién del momento de correlacién de las
mismas a la media geométrica de sus dispersiones:

by Rxy
Py = = ————, 3.4.9
=i 7 "-_IJ:CD" - 020, ( )

Ejemplo 3.4.1. Hallar el momento de correlacién de las componentes de
un vector aleatorio repartido uniformemente en un rectingulo.

Como la distribueién conjunta de las componentes del vector aleatorio
dispuesto en el plano es simétrica con respecto a los ejes de coordenadas, entonces
es evidente que my = m, = 0, k,, = 0. De esto se puede convencerse llevando
a cabo la cumpmﬁncién directa. Por consiguiente, (véase el ejemplo 3.2.1).
las componentes del vector aleatoric (X, ¥) no solamente estdn no correlacio-
nadas sino gue son también independientea.

Ejemplo 3.4.2. Hallar el momento de correlacién de las componentes de
un vector aleatorio uniformemente repartido en la elipse.

En virtud de la simetria de la distribucién de probabilidades del vector
aleatorio, estd claro que m, = m, = 0, Fyy = 0.

Sin embargo, en el ejemplo 3.2.2 hemds descubierto gue X ¢ Y son depen-
dientes. Asi pues, las magnitudes aleatorias X, ¥ son dependientes pero no
estén corrolacionadas.

Si en la definicién de la esperanza matemdtica y de la dispersion
de una magnitud aleatoria, enunciada en el § 2.3 [las férmulas (2.3.2)
y (2.3.9)] la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria X
se sustituye por la densidad condicional de probabilidad de X con
respecto a cierto acontecimiento A o con respecto a otra magnitud
aleatoria Y, obtendremos la definicién de la esperanza matemdtica
condicional y de la dispersién condicional de X con respecto a 4 o Y.
Designaremos la esperanza matemdtica y la dispersién condicionales
de la magnitud aleatoria X con respecto al acontecimiento 4 por

&—8n38
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MIX | Al y D [X | A) respectivamente. De un modo analogo desig-
naremos la esperanza matematica y la dispersién condicionales de la
magnitud aleatoria X con respecto a la magnitud Y correspondiente-
mente por M [X (Y] vy DIX | Y]

De un modo absolutamente igual que para un vector aleatorio
bidimensional se determinan los momentos de un vector aleatorio
con un numero cualquiera de componentes. Le dejamos al lector
que por si mismo escriba las férmulas generales y nos limitaremos
a los momentos de primer y segundo orden.

L.os momentos de primer orden de un vectoer aleatorjo n-dimen-
sional X representan las esperanzas matematicas My , ..., My,
de las componentes X, ..., X,. Esto da lugar a que la esperanza
matemética del vector aleatorio X se defina como vector m, cuyas
componentes son las esperanzas mateméticas my, .. ., My, de las
componentes X,, ..., X, correspondientes del vector aleatorio X.

Los momentos centrales de segundo orden del vector aleatorio
n-dimensional X representan las dispersiones Dy , ..., D,
y todos los momentos de correlacién A, Kxmgr -« o k"‘n-:" =
de sus componentes Xy, ..., X,. Suponiendo, para abreviar, que

kﬁ,:va: k"“:k‘v"u (v, p=1, ..., veep)  (3.4.10)

n

obtendremos n® momentos centrales del vector aleatorio X que se
pueden considerar como elementos de la matriz cuadrada *).

kli kiz PR k’n
K=\kyks oo bon [|={Bopllo, et ...ome (34.11)
kn.{knz Ll knn

Esta matriz se llama matriz de correlacién del veclor alecatorio X.
Ahora bien, si se limita a los momentos de primer y de segundo

orden del vector aleatorio X, éste se caracterizavd por el vector de

esperanzn matemdtica m, y por la matriz de correlacion K.

El momento de correlacion de dos magnitudes aleatorias no
depende evidentemente del orden en el que se toman estas magni-
tudes

Ey=M XX} = M X} X3 =k (3.4.12)

Asi pues, los elementos de la matriz de correlacion dispuestos
simétricamente con respecto a la diagonal principal son iguales uno
a otro, es decir, la matriz de correlacién es simétrica.

*) So Nama meiriz a un cuadro de nimeros dispuestos en rengloncs y co-
lumnas. Si el nfimero de renglones ez igual al de columnas, la matriz se lama
cnadrada. Si el nimero de renglonés no es igual #l de columnas, la matriz se
\lama rectangular.
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§ 3.5. Funcién caracteristica de un wvector aleatorio

La funcién caracteristica de un vector aleatorio X con las com-
ponentes Xy, ..., X, se deterrnina por la férmula

gy v M) =M [exp {EAXi+ - ..+ A X)) (350

Cuando » = 1, de esta formula se deduce la definicidn de la funcién
caracteristica, de una magnitud aleatoria escalar, enunciada en
el § 2.4

Aplicando la férmula (3.4.2) (més exactamente, su generaliza-
cién referente al vector alealorio n-dimensional) para el célculo
de la esperanza matemaéatlica, obtendremos la siguiente expresién
para la funcién caracteristica del vector aleatorio X:

gy vues hn) = 5 [ ex {i (Mzs 4 « + - + Ann)} X

Kz, ooy ®p)dey oo dan, (3.5.2)

Dado que la densidad de probabilidad de un vector aleatorio,
debido a sus propiedades principales (3.1.15) y (3.1.16), es una
funcién integrable no negativa, se puede presentar dicha densidad
por la integral de Fourier

f (21, :c)=—{2;‘3,7j? fdxt oo dhn S’o Bff(g,,...,g,,)x

xexp{i[h(B—ai+ ... +haBa—za))}dEr ... dEy.  (3.0.3)
Pero en virtud de (3.5.2)

oo

f oo J i o mep i E—a)+ o e Gzl

XdE ... dEa=exp{—i(Az+ .+ RaZn)} 8 (Ryy -0 o0 Aa)
Por eso la férmula (3.5.3) se puede presentar en la forma

1 (, --O:xn}=(_2':[)_n 5 S exp {—i(Azi+ ... +hnia)} X

X g My evy hn)dhy ... dhn. (3.5.4)

Esta férmula enuncia la densidad de probabilidad del vector aleato-
rio por medio de la funcién caracteristica del mismo.

Ahora bien, la funcién caracteristica puede servir de caracte-
ristica probabilistica completa de un vector aleatorio. Conociendo
la funcién caracteristica, se puede hallar, por la fé6rmula (3.5.4), la

B*
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densidad de probabilidad del vector aleatorio y, por consiguiente,
la funcién de distribucién del mismo.

Lag férmulas (3.5.2) vy (3.5.4) muestran que la funcién caracte-
ristica del vector aleatorio es la transformacién de Fourier de su
densidad de probabilidad y esta dltima es la transformacion inversa
de Fourier de la funcién caracteristica.

Conociendo la funcién caracteristica del vector aleatorio, se
puede determinar facilmente los momentos del mismo. En efecto, al
derivar la férmula (3.5.2) k; veces con respecto a Ay, ko veces con
respecto a Ay, etc, &, veces con respecto a h,, obtendremos *)

kit 3 DT
N OAE , gikn

wexp{i Mz + .- FAaza) 2y, o ooy ma)d2y oL zn)dey L. dag.

Q0 o
n) ..-:i'.""i'""H“S } a;’;x x:nx

- -

(3.5.9)

Suponiendo que aqui A = hy = ... = iy = 0, obtendremos
t gt~ Ahag (ay, .., An)

LI TR ot Ra [ al’;' 5‘.&.;’ ...d‘l?‘n X A (3.5.6)

G vy By =l B vy

donde el cero significa que, una vez efectuada la derivacién, hay
que admitir que Ay =hy= ...k, =0

De un modo absolutamenie semejante se puede expresar los
momentos ¢entrales del vector aleatorio mediante la funcién carac-
teristica del misme.

Con ayuda de las funciones caracteristicas se puede resolver el
problema de determinacion de las leyes de distribucién de las fun-
ciones de las magnitudes aleatorias, examinado en el § 3.3.

Examinemos primeramente una magnitud aleatoria escalar Y
enlazada con otra magnitud aleatoria escalar X por la dependencia

funcional
; Y =9 (X), {3.5.7)

donde p es una funcién univoca arbitraria. En virtud de la defini-
cién, la funcién caracteristica de la magnitud aleatoria ¥ se expresa
por la férmula )

g (h) = M [e8¥] = M [eihei)] '

o0 bien :

2 (W)= S M, () de, (3.5.8)
—o0
*) Claro estd que la férmula (3.5.2) se puede derivar sala::'ﬂente on el caso
de que las integrales, obtenidas como resultado de la derivacién, se comverjan
um?armamelm, o3 decir, si existen los momentos correspondientes del vector
aleatorio. '
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.donde f, (z) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleato-
“ria- X. Al tomar la transformacién inversa de Fourier, hallaremos,
_gegfin la férmula (2.4.3), la densidad de probabilidad de la magnitud
aleatoria Y

foW) =5 | e~hgy (A)dA. (3.5.9)

-

De un modo anélogo se hallan, con ayuda de las funciones carac-
teristicas, las leyes de distribucién de las funciones vectoriales
.de: las magnitudes aleatorias. Si las componentes.del vector aleato-
rio Y son las funciones univocas conocidas de las componentes del
vector aleatorio X:

Yi=gr Xis cos Xa) (=4, c0,m)  (35.40)

entonces la funcidn caracteristica del vector aleatorio Y se define
por la férmula

o, s )= [ o [ exp b G )

A+ A @ (Z1y + o vy Zn)]} 2 (@ay oo, Tn)day oo dzn, (3.0.11)

donde f; (z4, ..., %) es la densidad de probabilidad del vector
aleatorio X. Al tomar la transformacién inversa de Fourier, halla-
remos la densidad de probabilidad del vector aleatorio ¥:

fa (¥ .--.ym)=-@;:)7 5 S exp {—i (Mys+ o« + Amifm)} X

S gty liny e oy R @V wco Bhoms (D542

Las férmulas (3.5.11) v (3.5.12) resuelven por completo el problema
planteado.

Ejemplo 3.5.1. Hallar la ley de distribucién de la suma de dos magnitudes
aleatories independientes uniformemente repartidas cuyas esperanzas mate-
méticas son iguales a cero.

En este caso tenemos una sola magnitud aleatoria escalar ¥ gque representa
la suma de las componentes del vector aleatorio bidimensional X:

Y = X; + X,

Las densidades de grahahilids.d de las magnitudes aleatorias X, y X:
se determinan correspondientemente por las férmulas

(12 si |z <a,
mea={"0" & \niSa

A2 s jal<b,
"’““‘r“)‘{ 0 si |zs|>0.
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La_densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes aleatorias X, y X,
es igual al producto de las densidades de probabilidad de las mismas. Aplicando
la férmula (3.5.11), hallamos la funcién caracteristica de la magnitud aleato-
ria ¥

a ]
gy (W= 4;5 5 diy S M gy =
- -t
1 ¢ t Aa sen 4b
_ ihiey Sty _ BB AEBENAD
=453 Se diy S e ldg, = PIE :
- -b

Luego, segin la férmula (3.5.412), hallamos la densidad de probabilidad de la
magnitud aleatoria ¥:

£ F
s b= j e~ Mgy (h) di=
-0
1 1 o
| ! 1 iy en ha-sen kb
i | Tab S ¢ 2 g
1 I 'C:Q
“a-b —la—bl 0| |a-b a+b 1 coshy-sen ha-sen kb .
¥ = Z2nab A £
i " -]
Fig. 3.5.1. i sen Ay.sen Aag-sen Ab ah
~ Znat I GRS TEAS

Pero la dltima integral es igual a cero como integral en limites simétricos de Ia
funcién imgar. Al mismo tiempo, la primera integral, como integral en limites
simétricos de la funcién par, es igeal a la integral doblada en los limites desde
0 hasta co. Por consiguiente,

oo
1 ©08 Ay sen Aa.-sen b
h=gg | — &=

[

oo

=?lab § [cos (a—bd-y) h—cod(a—b—y) h—

dh
—c0s (at-b+y) h—cos(a+b—y) Moy,
Do aqui, aplicando la férmula conocida

¢ 1—cos ah

" I
T d:\.=—2-|m[,

i}
hallamos

i
fe) =g (latbty|+|atb—y|—|a~bty|—|a—b—y|).
El gréfico de esta densidad de probabilidad se muestra en la fig. 3.5.1.
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§ 3.6. Ley normal bidimensional de distribucién

La densidad de probabilidad del vector aleatorio (X, Y) bidi-
mensional normalmente repartido se enuncia, en el caso general,
por la férmula

Iz, y)= —'ELI%"__“L exp { 5 leu (x—a) +

+2f-'s=($—4)(b‘—b)-i'fsz{y"'b)’l}v 3.6.1)

donde las magnitudes ¢y, €aa ¥ €1(€2z — €}y SOD positivas. Hallemos
la ley de distribucién y las leyes condicionales de distribucién de
las componentes X y ¥ de este vector aleatorio. Segin (3.1.18), la
densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria X se expresa por
la formula

i'(x)'__vh+r.ﬁ" S cxp {‘é’lcn (z—a)*+

+ 20 (8 =0) (Y= b) + ¢ (y — 1)1 | dy =
- —%»—t.v“’;::”f 2 exp {—-—-%- e {x-—a)’}- 3

o

j exp {- {2e43 (x— a)v-}-cn__zv‘]} dv.  (3.6.2)

-

Para el cdleulo de la integral obtenida apliquemos la férinula

o L8
5 ant~h%t gy l//-'??: gt (3.6.3)

cuya deduceion se expone en el suplemento [(férmula (1)]. En virtud
de esta férmula,

f exp {-—-_:T|2r,z(x—a)u+cnv"l} dv =

cfe (z—a)*
= |/c“ exp { '2c g - (3.6.4)

Sustituyendo esta expresién en (3.6.2), oblendremos
A (z)= Vf l'!!'-'n—"s exp {fufz:‘—"'u (x—a}’} B (3b5]

204z

Comparando esta férnmla con la expresién (2.5.12) de la densidad
de probabilidad normal unidimensional, vemos gne la componen-
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te X del vector aleatorio bidimensional normalmente repartido
(X, Y) también estd distribuida normalmente; en este caso la espe-
ranza matemdtica y la dispersién de dicha componente se determinan
por las férmulas

me=a, Dym—mip. (3.6.6)
En virtud de la simetria, la densidad de probabilidad f, (y) de la
magnitud aleatoria ¥ se expresa por la férmula andloga a {3.6.5):

C11Cen — £ Com=— ¢ x
O !

Al comparar esta férmula con (2.5.12) resulta que la esperanza mate-
mitica y la dispersién de la magnitud aleatoria ¥ se definen por las
formulas

mu=b, Dﬂ'__" f11 * (3.68)

€11C22—E7a

Para determinar la densidad condicional de probabilidad de la
magnitud aleatoria X con respecto a Y, apliqguemos la formula (3.2.8).
Sustituyendo en ella las expresiones (3.6.1) y (3.6.7), después de
simplificar obtendremos

Li=(z|y)=
=V e {—3 [0+ 2o =)+ & g —b2]}

v bien
fl(xly)=]/§ziexp{—%[xw-a-l—%(y—b)__]z}- (3.6.9)

Una férmula semejante se obtiene para la densidad condicional de
probabilidad de la magnitud aleatoria Y:

e ¢ 2

rla=) Eew {—2[1-b+2e-a]}. @610
Comparando las férmulas (3.6.9) y (3.6.10) con la expresién general
(2.5.12) de la densidad de probabilidad normal unidimensional,
llegamos a la conclusién de que la ley condicional de distribucién
de cada componente del vector aleatorio normalmente repartido es
también normal con respecto a la otra componente; con elio, las
esperanzas matematicas condicionales y las dispersiones condicio-
nales de las componentes X, ¥ del vector aleatorio (X, ¥) se definen
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por las férmulas

MX|yl=a—S2(y—b), DIX|y}=r |

X1y -y =) (X|yi=— | .61
MY |2l=b—22 (z—a), D(Y|z)=»%_;.

Al comparar las expresiones (3.6.5) v (3.6.7) de las densidades
de probabilidad no condicionales con las (3.6.9) y (3.6.10) de las
densidades de probabilidad condicionales de las componentes de urn
vector aleatorio normalmente repartido, se desprende que estas
componentes son por lo comin magnitudes aleatorias dependientes.
Y solamente en caso en que ¢, = 0, las componentes de un vector
aleatorio bidimensional normalmente repartido son independientes.

Demos la interpretacién geométrica de los resultados obtenidoes.
[a ecuacién
ey {x — a)* + 2e42 (z — a)(y — b) + €22 (v — B = 2% (3.6.12).
cualquiera que sea el valor %, es la ecuacién de la curva central de
segundo orden con centro en el punto (z, b). Como el discriminante

= ¢14€3p — €;, €S positivo, entonces esta curva representa una
elipse. Si se considera k& como pardmetro, a la ecuacién (3.6.12)
le corresponde una familia de elipses concéntricas semejantes. En
todos los puntos de la elipse correspondiente al valor dado del para-
metro k la densidad de probabilidad f (z, y) tiene un mismo valor

igual a ]/2 e~k Al alejarse del centro de dispersién, es decir, al

aumentar el pardmetro k; la densidad de probabilidad disminuye.
Debido a esto, la distribucién de los valores posibles de un vector
aleatorio bidimensional se puede representar geométricamente por
una familia de elipses concéntricas semejantes cuya espesura dismi-
nuye, al alejarse del centro de dispersién, proporcionalmente a la
magnitud e—**, Tal cuadro de la dispersién en el plano, subordinada
a la ley normal, se llama diagrama de dispersion.

La ecuacién

z=a—22 (y—b), (3.6.13).

que represenla graficamente la dependencia de la esperanza matema-
tica condicional de la magnitud X del valor y de la magnitud Y es,
como es sabido de la teoria general de las curvas de segundo orden,
la ecuacién del didmetro de una elipse (3.6.12) conjugada con la
direccién del eje z. Este diametro divide en dos partes iguales a todas
las cuerdas de la elipse y corta a la elipse en los puntos en los cuales
las tangentes a ésta son paralelas al eje z (fig. 3.6.1).

De un modo absolutamente andlogo la recta

y:b—%z{x—a), (3.6.14)
que refleja la esperanza matemdtica condicional de la magnitud ¥
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en funcién del valor z de la magnitud X, es el didmetro del diagrama
de dispersion conjugado con la direccién del eje y. Esta recta divide
en dos partes iguales a todas las cuerdas de la elipse, paralelas
al eje y, v corta a la elipse en los puntos en los
¥ cuales las tangentes a esta ltima son paralelas
al eje y (fig. 3.6.1).
La recta (3.6.13) que representa la dependen-
cia de la esperanza matematica condicional de la
¢ magnitud X del valor y de la magnitud ¥ se }lama
linea de regresién de la magnitud aleatoria X a Y,
Andlogamente la recta (3.6.14) se llama linea de
Fig. 3.6.1. regresién de la magnitud aleatoria ¥ a X.
Como es sabido de la teoria de las curvas de
segundo orden, los dngules de inclinacién de los
ejes del diagrama de dispersién (3.6.12) con respecto a los de coor-
denadas se determinan por la férmula
2eya
tg2p= . (3.6.15)
De agui se ve que las componentes de un vector bidimensional nor-
malmente repartido son independientes precisamente cuando, y sola-
mente cuando, los ejes del diagrama de dispersién son paralelos
a los ejes de coordenadas.
Hallemos ahora el momento de correlacion de las componentes
X. Y del vector bidimensional aleatorio normalmente repartido
(X, Y). Sustituyendo en la formula (3.4.7) la expresion (3.6.1.)
de la densidad normal de probabilidad, teniendo en cuenta que las
esperanzas mateméticas de las magnitudes aleatorias X y Y son
iguales a @ y b respectivamente, y cambiando las variables
w=x—a, v =y — b, obtendremos
Vt'uf!x—fia %
2n

X _Sm _L wesp { — % leuu®+2oquv +oa®| } dudv.  (3.6.16)

Para cumplir primeramente la integracién con respecto a v, afia-
diremos Tos términos en el exponente que contienen v hasta que se
obtenga un cuadrado perfecto. Para esto conviene adicionar y restar

en el exponente la magnitud :j! u®. Entonces obtendremos
22
kay= Vercu—ch F % exp {___ cqscz— u‘} du %

2n 203p
-0

¥ j{ v exp {—f;—e [v+%u)2} du.

—
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Al sustituir las variables ¢ = v —u en la integral interior,
tendrenos

S -
£qqCag— €3 £44€20— €3,
k“:,_V 11622l j uexp{ Y22 —Cy }dux

n 2oy

X 33 (z— 42 y) exp {—%&x?} dt

o, valiéndose de las férmulas {2.5.2) y (2.5.3),

11632 —Cip 9:2 _ eueie—ch s}
= — et 3 ex E—R W du.
x' ]/ 2169, Can u p 2ego

-_—0

Ahora, aplicando la férmula (2.5.4), obtendremos

r l/(_“czg—em 12 Vz.ncf
- T

ncga  ena V(fufaz‘—ﬁzls '

Después de efectuar las simplificaciones correspondientes, obtendre-
mos definitivamente

by = ———22 | (3.6.17)

3
Cr1€zp— €12

Esta férmula muestra que las componentes de un vector aleatorio
bidimensional normalmente repartido estin no correlacionadas si,
y séle si ¢;3 = 0. Pero anteriormente vimos que la igualdad ¢z = 0
¢s necesaria y suficiente para que las componentes de un veetor
aleatorio bidimensional normalmente repartido sean independientes.
Ahora bien, las componentes de un vector aleatorio hidimensional
normalmente repartido estin no correlacionadas precisamente si,
y solo si, son independientes.

La segunda férmula de (3.6.6), la segunda férmula de (3.6.8)
y la férmula (3.6.17) se pueden considerar como ecuaciones con las
incégnitas ¢y, €12 ¥ C22. Para resolver estas ecuaciones, multiplica-
remos miembro a miembro las segundas férmulas de (3.6.6)

v (3.6.8) v de la férmula obtenida restaremos la férmula (3.6.17)
ele\ada al cuadrado. Como resultado obtendremos

1
€192z —€1a

DDy — b2, = (3.6.18)

Dividiendo por esta férmula, miembro a miembro, la segunda
férmula de (3.6.8), 1la segunda formula de (3.6.6) y la formula (3.6.17),
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después de simplificar, obtendremos

T (e
M=, -y,
G R
2 D Dy, — k%, "

i D
M U VR

Asi pues, basta conocer las dispersiones y el momento de correlacion
de las componentes de un vector aleatorio bidimensional normal-
mepte distribuido para determinar por completo todos los coefi-
cientes en la expresi6n de la densidad de probabilidad del mismo.

Es evidente que no es suficiente conocer solamente las dispersio-
nes D, y Dy para determinar la densidad conjunta de probabilidad
de las magnitudes aleatorias X, Y. Por consiguiente, como muestra
el ejemplo de las magnitudes aleatorias normalmente repartidas,
no basta conocer las densidades de probabilidad de las magnitudes
aleatorias, tomadas por separado, para determinar su densidad con-
junta de probabilidad.

Sustituyendo las expresiones (3.6.19) en la férmula (3.6.1)
¥ teniendo en cuenta que las magnitudes @ y b representan las espe-
ranzas matemiticas de las magnitudes aleatorias X, Y regpectiva-
mente, obtendremos

. 1
Fear= 2n VDDy— Wy e

Dy (x=my)t—2kxy (z— my) (y — my) -+ D (y—my)?
xexp { 20D, — k)

(3.6.19)

} . (3.6.20)

§ 3.7. Magnitudes aleatorias complejas

Hasta ahora hemos examinade solamente las magnitudes aleato-
rias reales, lo que es suficiente para las aplicaciones prdcticas. Sin
embargo, durante la determinacién de las funciones caracteristicas
de las magnitudes aleatorias reales ya hemos encontrado las mag-
nitudes aleatorias complejas Y = e y Z = gilt, Xubrothnda)
Asi pues, en la Teoria de las Probabilidades conviene examinar
Do solamente las magnitudes aleatorias reales sino también las
complejas. En los capitulos ulteriores, al estudiar la teoria de fun-
ciones aleatorias, tendremos que calcular las esperanzas matemati-
cas, dispersiones y momentos de correlacién de las magnitudes alea-
torias complejas. Por eso deberemos extender las nociones de espe-
ranza matemética, dispersién y momento de correlacidon a las
magnitudes aleatorias complejas.

Se llama magnitud aleatoria compleja a tal magnitud aleatoria
cuyos valores posibles son nimeros complejos. La magnitud aleato-
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ria compleja Z se puede representar en la forma
Z = X + i¥, (3.7.1)

Donde X y Y son magnitudes aleatorias reales e i = VYV =1. Aun
conjunte cualquiera de valores posibles z, y de las magnitudes
aleatorias X, Y le corresponde un nidmero complejo z = z + iy
que es un valor posible de la magnitud aleatoria compleja Z.

Considerando la magnitud aleatoria compleja como funcién de
dos magnitudes aleatorias reales X, ¥, se puede aprovechar la for-
mula (3.4.2) para el célculo de la esperanza matemaética de la magni-
tud aleatoria Z. Como resultado obtendremeos

miz1= § | @—w)fia vdzdy=
- 5 3 xf (2, y)dady +1i K S yf (x, y) dz dy
o bien
M (Z) = M [X]+ iM[¥]. (3.7.2)

Pues bien, la esperanza mateméatica de una magnitud aleatoria
compleja es igual al nimero complejo cuyas partes real e imaginaria
son iguales respectivamente a las esperanzas mateméticas de las
partes real e imaginaria de esta magnitud.

Al hacerse extensiva la nocién de dispersién a las magnitudes
aleatorias complejas, es natural que se tiende a conservar la pro-
piedad principal de la dispersién: la positividad esencial. De acuerdo
con esto, se llama dispersion de la magnitud aleatoria compleja
Z = X + iY a la esperanza matematica del cuadrado del médulo
de la correspondiente magnitud aleatoria centrada:

DIZl =M |Z—m Pl =M[]|2"|%. (3.7.3)

Teniendo en cuenta que | 2° | ® = (X%)° + (Y")%, se puede escribir
D 2] = M [(X°)?® + (Y.

Pero, como veremos en el parrafo siguiente, la esperanza matemitica

de la suma de magnitudes aleatorias es siempre igual a la suma de

sus esperanzas matemdticas (el teorema de adicion de esperanzas
matemdticas). Por eso

D [Z] = M (X" + M [(Y)].
El primer sumando del segundo miembro representa la dispersién

de la magnitud aleatoria X y el segundo sumando, la dispersién
de la magnitud aleatoria ¥. Por consiguiente,

D 1Z] = D IX] + D Y. (3.7.4)
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Ahora bien, la dispersién de una magnitud aleatoria comipleja es
igual a la suma de las dispersiones de las partes real e imaginaria
de la misma.

De la definicién del momento de correlacitn (3.4.7) de una mag-
nitud aleatoria real se deduce que el momento de correlacién de una
magnitud aleatoria consigo misma es igual a su dispersion. Al hacerse
extensiva la nocion de momento de correlacién a las magnitudes
aleatorias complejas, es natural que se tienda a conservar esta pro-
piedad. De acuerdo con lo dicho, el momento de correlacidn de las
magnitudes aleatorias complejas

X=X,+iX,, Y=Y,+i¥, (3.7.5)
se determina por la formula
Fey = M [X97). (3.7.6)

En el caso particular cuando se trata de las magnitudes aleatorias
reales X y Y, esta definicién del momento de correlacién coincide
con la dada en el § 3.4.

El momento de correlacion de las magnitudes aleatorias complejas
se puede expresar por medio de los momentos de correlacion de las
partes reales e imaginarias de las mismas. En efecto, de acuerdo
con el teorema de adicién de las esperanzas matemdticas

M [XOF) = M [(X+iX3) (Y —iYD)] =
=M XV + M [X3V3] 4+ M [iX2Y5) — M {iX°V0).

Pero, como veremos en el parrafo siguiente, la magnitud constante
se puede sacar del signo de esperanza matemética. Por eso, sacando
del signo de esperanza matematica la unidad imaginaria i, obtendre-
mos

M XY =M (XY 4 M (XY 4 M [XY9) — i [X°Y])
o bien
Jeay =kx1ﬂ1 ‘|"kx2yz+ i (kx,yl _kxi_uz)- (3.7.7)

Hemos deducido lag férmulas (3.7.4) y (3.7.7), valiéndonos de
ciertas propiedades de las esperanzas matemdaticas que se estable-
ceran: en el pérrafo siguients. Esté claro que Iuego, no debemos apli-
car las férmulas (3.7.4) y (3.7.7) al demostrar las propiedades de las
esperanzas matemdticas.

Para evitar la confusién, convengamos en que en lo sucesivo
examinaremos, como regla, las magnitudes aleatorias reales v siempre
indicaremos especialmente cuando se trate de las magnitudes alea-
torias complejas.
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§ 3.8. Propiedades de las esperanzas matemiticas

Estudiemos ahora las propiedades fundamentales de las esperan—
zas matemdticas. En este caso, para la universalidad, consideremos.
que las magnitudes aleatorias que se examinan y todos los niimeros.
‘gue ge encusntran pueden ser tanto reales como complejos. Esto nos
concedera el derecho de aplicar todas las formulas obtenidas a las-
magnitudes aleatorias complejas, lo que necesitaremos en los capi-
tulos sucesivos al estudiar la teoria de las funciones aleatorias.

La esperanza matemdtica de cualquier magnitud no aleatoria:
es igual a la propia magnitud

Mlel =e¢, (3.8.1)
En efecto, la magnitud no aleatoria ¢ tiene un solo valor posible ¢
¥ la probabilidad de que tome este valor es igual a la unidad. Por
ego, aplicando la férmula (2.3.14), obtendremos precisamenie la
formula (3.8.1).

La esperanza matemdtica del producto de una magnitud no alea-
toria por una aleatoria es igual al producto de la primera magnitud
por la esperanza matemditica de la segunda:

M [cZ] = M |Z]. (3.8.2)
Con otras palabras, la magnitud no aleatoria se puede sacar del
signo do esperanza matemditica. En electo,

e @

M|cZ])= j j ef{z+iy) flz, y)dzdy =

-0 =00

=y j 5 {(z+iy) f(z, y)dady=cM [Z].

La esperanza matemética de la suma de las magnitudes aleatorias
es igual a la suma de sus esperanzas matematicas

MIX 4 Y] =M [X] + MY (3.8.8)

Primeramente demostraremos esta propiedad para las magnitu-
des aleatorias reales. En este caso, en virtud de la férmula {3.4.2)

00 o0

Mix+Yi={ | @+of@ pdzdy=

]

= .T Eo zf (z, y) dzdy+ f Y yf (z, y)dzdy.
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Aqui el primer sumando representa la esperanza matemdtica
de la magnitud aleatoria X y el segundo, la esperanza matemética
de la magnitud aleatoria Y. Asi pues, para las magnitudes aleatorias
teales la férmula (3.8.3) queda demostrada. Supongamos ahora
gue X y Y sean magnitudes aleatorias complejas:

X=X +iX,, Y =Y;+4i¥,, (3.8.4)
donde X,, X2, Y, v Y, son magnitudes aleatorias reales. En virtud
de (3.7.2) tenemos
MIX+YI=MIX+Y,+i(X:+ Yo)l =

= MI[X,+ Y] + iM [X, 4 Y,l. (3.8.5)

Puesto que para las magnitudes aleatorias reales Ia férmula (3.8.3)
ya ha sido demostrada, entonces

MIX, + Y = MI[X]+ MYy,

M [Xz =+ Yz] = M [le + M [YzL
Sustituyendo estas expresiones en (3.8.5) y volviendo a aplicar la
térmula (3.7.2), obtendremos
MIX+YI=MIX]+MIY,]+ilM(X;]l + MY} =

=M [X,} +iM [X,] + M[Y,)+ iM [Y,] =

=MIXy + iX,) + MY, + i¥,) = M[X] + M[Y], (3.8.6)
que es lo que se trataba de demostrar. Asi pues, la férmula (3.8.3}
estd demostrada para cualesquiera magnitudes aleatorias.

Valiéndose del método de la induccién matematica, esta pro-
piedad de las esperanzas mateméticas puede hacerse extensiva

a cualquier nlimero de magnitudes aleatorias reales o complejas
Hiitiay syt

i T
MY z])= 3 M|Z]. (3.8.7)

=1 v=1
Las férmulas (3.8.3) y (3.8.7) enuncian el teorema de adicién de
las esperanzas matematicas: La esperanza matemdtica de la suma
de magnitudes aleatorias es igual a la suma de sus esperanzas mate-

maticas.
La esperanza matemdtica de una funcién lineal de las aleatorias

U= El aZy+b (3.8.8)

es igual a la misma funcién de las esperanzas matemaéticas de estas
magnitudes:

My= 2| aymng +b. {3.8.9)
v=t
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Eun efecto, segin las propiedades deducidas de las esperanzas mate-
maticas

™ n n
MUy =M 3 aZut-bl = 3\ M (2] 4 M [b] = 3} aM 12.) +b
= y=x =

gue ¢s lo que demuestra la férmula (3.8.9)

Supongamos ahora que X ¢ Y son dos magnitudes aleatorias
arbitrarias, escalares o vectoriales, con componentes reales (las
magnitudes aleatorias complejas siempre se pueden considerar como
vectores aleatorios bidimensionales con componentes reales). Sea.
@ (X, Y) la funcién univoca de las magnitudes alsatorias X, Y.
Segin la definicién (3.4.2) ;

MigX, V= | | oy ydedy,

—00 —o0

donde f (z, y) es la densidad conjunta de probabilidad de las magni-
tudes aleatorias X, Y. Expresando esta densidad de probabilidad
por la densidad de probabilidad de la magnitud X y por la densidad
condicional de probabilidad de la magnitud Y, seglin el teorema de
multiplicacion de densidades de probabilidad (3.2.10), obtendremos

LU )

§ Jownimnwlodeag=

—0 — 00

M|y (X, V)i

I

{11 o nawind]ne@a.

T.a integral interior represenla la esperanza matcmélica condicional
de la funcién ¢ (z, Y) de la magnitud aleatoria ¥ para el valor
dado z de la magnitud aleatoria X:

5 ¢ (@ 9 fa(y |2y dy =M [z, V)| 2] (3.8.10)
Por consiguiente,
Mle(X, Y= g Mg (>, Y)| =] fi {x)dxr. (3.8.11)

La magnitud M [p (z, ¥) | z] depende del valor & de la magnitnd
aleatoria X. Por eso la magnitud M [ (X, V) | X| represcnla la
funcién de la magnitud aleatoria X : M [¢ (X, V) | X| = ¢ (X).
La integral en la [érmula (3.8.11) representa la esperanzia mnatemi-
9—0834
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tica de esta funcidn:
o

§ Mo, )|zl fi(z)dz=M (M [¢ (X, Y) | X]].

Por lo tanto,
Mg (X, )l =M M g (X, Y} | XL (3.8.12)

Esta férmula demuestra que la esperanza matemidtica de la funcién
de dos magnitudes aleatorias (cscalares o vectoriales) se puede cal-
cular no a la vez sino consecutivamente: primeramente se halla la
esperanza matemética condieional, considerando fijudo el valor de
una de las magnitudes aleatorias, y luego se halla la esperanza
matematica de la asi obtenida funcidn de esta magnitud aleatoria.
Esta propiedad de las esperanzas matematicas se utiliza frecuente-
mente en las aplicaciones practicas.

Ejamg{!u 3.8.1. Hallar la esperanza matematica del producto de las comn-

g:-nent,es . Y de un vector aleatorio bidimensional normalmente repartido.

egiin la férmula (3.8.12) hallamos primeramente la esperanza matemdtica con-
dicional del producte XY para el valor fijado z de la magnitud aleatoria X.
Eu virtud de (3.8.2{. al calcular esta esperanza matemética condicional, el valor
# de 1n magnitud aleatoria X se puede sacar del signo de la esperanza matemd-
tica. Entouces obtendremos

MY |zl =zM Y | 2]

Sustituyendo agufi la expresién de la esperanza matemitica condicional de la
magnitud aleatoria ¥ de (3.6.11), obtenida en el § 3.6, hallaremos

M[zylz|==(b—ﬁl% (x—a}].
€22
Sustituyendo aqui z por la magnitud aleatoria X, obtendremos la funcién de

Ia magnitud eleatoria X:
B (X)=M [XY | X]=X [b-ﬁfx—a)].
€y

Luego, por la férmula (3.8.12), hallaremos
s ' = -l
MXY]=M [M[XY|X]|=M [x (b 2 (x a)]]
o bien, aplicando las propiedades de las esperanzas matemiticas, determinadas
miés arriba,
4 &
f[XY)=(b+—2a) M (X¥]——2M[X2].
MXY)= (b2 a) M (X]— 0 X2
En ol § 3.8 vimos que M [X] = a y enel § 2.3 se demostrd que M [X*) = o =
= mi + D, [formula (2.3.41)]. Por eso, teniendo en cuenta que m, = a y apli-
cando la formula (3.6.6) para D,, obtendremos definitivamente

c [ [ c
MIxYy= (b+S2 ) a2 g2 T
Cga Cg2 €112 1a C11fze — Ly
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o bien, aplicando la férmula (3.6.17) para el momento de correlacién de las
commponentes,
MIXY) = ab+ kyy = mymy + kyye

Hemos deducido esta férmula para el caso en que X y Y representan las cOmpo-
nentes del vector aleatorio normalmente repartido, para ilustrar la aplicacién
de la férmula (3.8.12). En el pérrafo siguiente deduciremos esta férmula para
las maﬁnitudes aleatorias reales arbitrarias, empleando un procedimiento con-
siderablemente més sencillo.

§ 3.9. Propiedades de las dispersiones y de los momentos
de correlacién

Ahora vamos a estudiar las propiedades de las dispersiones y de
los momentos de correlacién de las magnitudes aleatorias. En esté
caso, como en el parrafo anterior, considéraremos que, en lo general,
todas las magnitudes aleatorias y los niimeros que se examinan
pueden ser complejos. Esto es necesario para el estudio de la Leoria
de las funciones aleatorias en los capitulos sucesivos.

De las propiedades de las esperanzas matemiticas se deriva
directamente que la dispersién de cualquier magnitud no aleatoria
es igual a cero y el momenio de correlacién de dos magnitudes no
aleatorias es igual a cero. Lo mismo el momento de correlacion de
cualguier magnitud no aleatoria con la aleatoria es siempre igual
a cero, porque de la primera propiedad de las esperanzas matemé-
ticas se deduce que la magnitud no aleatoria centrada siempre es
igual a cero.

La dispersién del producto de una magnitud aleatoria por otra
no aleatoria es igual al producto de la dispersién de la magnitud
aleatoria por el cuadrado del médulo de la no aleatoria:

D [cX) = | ¢ D 1X]. (3.9.1)
En efecto,

DXl =MI|leX — M[eX] Pl = |ecPM[| X —m, |l =
= |¢ *D [X]1.

Anédlogamente se demuestra que el momenio de correlacién de las
magnitudes aleatlorias
U=aX, V =10Y, {(3.9.2)

donde 2 y b son niimeros complejos arbitrarios y X y ¥ son magni-
tudes aleatorias, se determina por la férmula

Feuo = ab Feyy. (3.9.3)
Si las magnitudes aleatorias I/ y V representan funciones lineales
de las magnitndes aleatorias X, ..., X,,
!’1 n
U= EI ava'{' b, V= E Xy +-d, (39-4’
V== v=i .

o
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entonces la dizpersién de la magnitud aleatoria U y el momento de
correlacion de las magnitudes aleatorias U y V se determinan por
las férmulas:
Du= 2\ aubv, (3.9.5)
Vo et
1 —_
Fuo= 2 @yCulivs {3.9.0)
v =1
donde &y, es cl momento de correlacién de las magnitudes aleato-
rias X,, X, (cuando p = v, la magnitud k,, representa la disper-
sién e la magnitud aleatoria X,). En efecto,

DWW =M{[|UP1=M[] Ei a X || =

L3 T n
=M .\:‘I a,a, X3X,] = .E avEu"W [Xw-{_;l i E avaky,.
B, v=1 v, =1 W p=l

De un modo semejante se demuestra también la formula (3.9.6).

En el caso particular, cuando se lrata de magnitudes alealorias
no correlacionadas X, ..., X,, las magnitudes k,, con distintos
indices son iguales a cero y las formulas (3.9.5) y (3.9.6) toman la
forma

n

D, = 2_4‘ lav F Dy, [3(‘17}
ap=1

'r‘:uD: 2 av;vay {39.3)
ve=i

donde D, = k,, es la dispersion de la magnitud aleatoria
Xyw=1, ..., n.

En las aplicaciones practicas tiene importancia un caso particu-
lar més, referente a la férmula (3.9.5), cuando la magunitud U repre-
senta la suma de las magnitudes aleatorias X, ..., X,.

U= 3 X, (3.9.9)
y=1
Es evidente gque en este coso a, =1 (v =1, ..., nL b =0yl
formula (3.9.5) tomard Ja forma
n
DIUY= 2 kw- (3.9.10)
v, =1
Ahora bien, la dispersion de la suma de las waguitudes aleatorias
es igual a la suma de todas las dispersiones y los momentos de co-
rrelacion de los sumandos.
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En el caso particular, cuando las magnitudes Xy, ..., X no
estan correlacionadas, la férmula (3.9.10) toma la forma

D|U}= 2! Dy. (3.9.11)

Asi pues, la dispersién de la suma de las magnitudes aleatorias
no correlacionadas es igual a la suma de las dispersiones de los suman-
dos. Teniendo en cuenta que D Ul =}, v D, = ¢}, donde
Gu, Gy + -y Op Son las desviaciones enadriticas medias de las
magnitudes aleatorias [/, X; ..., X,, respectivamente, podemos
escribir la férmola (3.9.11) en la forma

7
od, = D o3, (3.9.12)

Las formulas (3.9.7), (3.0.8), (3.9.11) y (3.9.12) son aplicables
para cualesquiera magnitudes aleatorias no correlacionadas. En
particular, son vélidas para las magnitudes aleatorias indepen-
dientes.

Caleculemos ahora la csperanza matematica del producto de las
magnitudes X ¢ ¥ para las magnitudes aleatorias arbitrarias X ¢ Y
(el momento inicial mixto de segundo orden). Hepresentando las
magnitndes aleatorias centradas, en virtud de las propiedades de las
esperanzas watematicas, obtendremos’

MIXFPl = M l(m, + X9 )m, + Y9 = m,m, -+ MIX Y"1

o bien B
W XY] = mamy + Kuye (3.9.13)

En el caso particular, cuando se trata de las magnitudes aleato-
riag no correlacionadas reales X o Y, la férmula (3.9.13) Loma la
forma

M XY = mm,. (3.9.14)

Iisto es el asi llamado teorcma de multiplicacién de las esperanzas
matematicas: la esperanza matemética del producto de dos mugnitu-
des aleatorias no correlacionadas reales es igual al produclo de las
esperanzas matematicas de las mismas. A diferencia del teorema
de adicién, el de multiplicacién es vilido solamente para las mag-
nitudes aleatorias po correlacionadas reales. In particnlar, es
vélido también para las magnitudes aleatorias reales independientes.

Demostremos también que el momenlo de correlucidon de las
magnitudes aleatorias satisface la desigualdad

| ey | <V D:Dy. (3.9.15)
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Para la demostracién nos valemos de la propiedad de la dispersién
no negativa. Para cualesquiera magnitudes aleatorias X, Y y nime-
Tos no aleatorios a y b, la dispersién de la magnitud aleatoria
a X —bY no poede ser negativa:

D [aX — Y] = 0. (3.9.16)
Aplicando la férmula (3.9.5) y teniendo on cuenta que en el caso
dade n =2, a, = a, a, = —b, obtendremos

DiaX —b¥Y)=|al® Dx+|b} Dy— ablxy — abkys.  (3.9.17)
Observemos aliora que
by =M [YOX' =Ty, (3.9.18)

es decir, al cambiar el orden de las magnitudes aleatorias complejas,
el momento de correlacién pasa a la magnitud conjugada compleja.
Teniendo esto en consideracién y sustituyendo la expresion (3.9.47)
en {3.9.16), obtendremos para cualesquiera @ y b

|a[* Dy+|bj® Dy—ableyy —abk,,; > 0. (3.9.19)
Ahora, aprovechando que @ y & son arbitrarias, hagamos
a=ty, b=D, (3.9.20)
Entonces, a desigualdad (3.9.19) tomari la forma
Hewy |* Dy~ DaDy — D | by [ — Dy | ey 2 2 0
o bien
Dy DDy — | feuy [2) 20, (3.9.21)

De aqui se ve que para D, >0
DJ:D{.I' = Ikx.’-’ [2 ;0’

de donde se deduce la desigualdad (3.9.15). Cuando D, =0, la mag-
nitud aleatoria centrada X° es igual a cero con la probabilidad equi-
valente a la unidad, debido a lo cual key = M (XY =0, es
decir, también (3.9.15) se satisface.

Sustituyendo en la desigualdad (3.9.15) las raices de las disper-
siones por las desviaciones cuadriticas medias, podemos escribirla
en la forma

kay | < 020, (3.9.22)

De las desigualdades (3.9.15) y (3.9.22), asi como de la defini-
cién del coeficiente de correlacién (3.4.9) se desprende que para
cualesquiera magnitudes aleatorias el coeficiente de correlacién
no excede en"mddulo a la unidad;

| ray | << 1. (3.9.23)
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De los céleulos citados se ve que el signo de igualdad en las for-
mulas (3.9.16), (3.9.19), (3.9.21) y, por consiguiente, también en las
(3.8.15), (3.9.22) y (3.9.23) es valido si, y sélo si, la dispersién de
la magnitud eX — bY, para los valores elegidos de los coeficientes a
y b, es igual a cero. Pero esto, a su vez, es posible solamente cuando
In magnitud centrada aX®| — bY®| con probabilidad equivalente
a la unidad es igual a cero. Ahora bien, en todas las férmulas escritas
el signo de igualdad es vilido si y sélo si, entre las magnitudes X
e Y existe dependencia funcional lineal del tipo

FpyX® — DY =0. (3.9.24)

Esto permite obtener cierta idea de qué es lo que’caracteriza el coefi-
ciente de correlacién ry,. El coeficiente de correlacién caracteriza,
por decirlo asi, el grade de aproximacién de la dependencia entre
las magnitudes aleatorias a la dependencia funcional lineal. En el
caso de dependencia lineal el médulo del coeficiente de correlacion
es exactamente igual a la unidad:| 7y, | = 1. 8i|ry | = 0, no puede
existir dependencia lineal entre las magnitudes aleatorias. Los
valores de |r ., | comprendidos entre ol cero y la unidad deter-
minan hasta qué punto la dependencia entre las magnitudes aleato-
rias es proxima a la dependencia funcienal lineal.

Ejemplo 3.9.1. Hallar la esperanza matemética y la dispersion de la fre-
cuencia de un acontecimienin para n pruebas independientes realizadas en
iguales condiciones.

Designemos por X, el ndwmero de veces que sucede el acontecimiento A
como resultado de la v-ésima prueba. Calculemos la esporanza malemdtica y
la dispersién de la magnitud aleatoria X, Esta magnitud Liene dos valores
osibles: 0 y 1, cuyas probabilidades son ¢ = 1 — p y p, respectivamente. Por
o tanto, aplicando la férmula (2.3.14), obtendremos

My, =0 g4+1ep=p =1, 2 ..., 0k

Asi pues, la esperanza matematica del nimero de veces gue se produce un acon-
tecimiento al efectuar un solo experimento es siempre (}gual a la_probahilidad
de este acontecimiento. Aprovechando la férmula (2.3.15), hallamos la dis-
persién de la magnitud aleatoria X,

Dyy=(0 me ) q(1—me ) p=pqtg*p=palp+p)=pg
=1, 2 ..., nh

Segin la definicidn, la frecuencia U de un aconiecimiento A represenia
1a relacién del nimers de veces que sucede el acontecimiento 4, el cusl, evi-
dentemente, es igual al nimero de veces que se produce éste en cada una de las
pruebas, al nimero total de experimentos realizados:

i "
U= > X
v=1

Esta férmula muestra que la frecuencia del acontecimiento 4 es una combinacién
lineal de Jas magnitudes aleatorias independientes X, . . ., X, que representan
los nfimeres de veces que ocurre el acontecimiento 4 en cada una de las pruobas
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realizadas. Por consiguiente, para determinar la esperanza matematica do Ia
[recuencia IV se puede hacer uso de la férmula (3.8.4). Teniendo en cuenta quoe
en este caso todos los coeflicientes a, son iguales 2 1/n ¥ el término independiente
b es igual a cero, obtendromos

n n
1 i
My =— D Mg =— B p=p. (3.9.25)
v=1 y==|

Asi pues, lo esperanza matemdtica de la frecuencia de un acontecimienta es
igual u la probabilidad de este tiltimo. Para determioar la dispersidn de la
frecuencia, apliguenes la férmula (3.9.7). Como resultade obtendremos

N n
! | " il
, ey E ﬂx,,=”—.3 Z Pl (3.9.26)
v=1 v=l

De los resnltados obtenidos se puede zacar la deduceidn practica siguiente:
la esperanza matematica do la frecuencia, cualquiera que sea el nimero do prue-
bas, es igual o la probabilidad del acontecimiento, y la dispersion de la frecuon-
cia tiende n cero al aumentar ilimitadamente el ndwero de experimentos. Ahora
hien, cuando el nimero de pruebas ¢s lo suficiente grande, practicamente los
valores posibles de la frecuencia de producciin de un acontecimiento cstin
comprendidos en limites tan estrechos como se quiera. Por eso, al ser grande ol
miniero de experimentos, podemos tomar la frecuencia con que se produce un
aconlecimiento por la probabilidad del acontecimiento. La expresion (3.9.26)
para la dispersion de la frecuencia pog pormite estimar de un modo aproximado
la precisian con que la frecnencia se acerca a la probabilidad. Para obtener que
Ia frecuencia de un acontecimiento se aproxime de un modoe suficienternents
exacto o la probabilidad del mismo, practicamente bastan alguunas decenas de
pruebas (70-100) siempre que la probabilidad del acomtecimiento no sea pro-
xima al cero o a la unidad,

Log resultados obtenidos son una consecuencia directa do la definicién v las
Empirxlades de las probabilidades de acontecimientos, asi como de lu teoria

egarvollada subre la base de estas dofiniciones y propiedades. Asi pues, de las
leyez de la Teoria de las Probabilidades se deduce la propiedad de estabilidad
de las [recuencias de acontecimientos que se observa en la prdctica, Porconsi-
ruienle, los eoneeplos puestes como base de la Teoria de las Probabilidades don
a posibilidad de deseribir correctamente Jas propiedades de loz [endmenos alea-
torios [recuentes que se observan en la préctica. Por ezo la Teoria de las Pra-
babilidades se puede aplicar a los problemas de la prictica, estando en este caso
seguros de que las deducciones obtenidas con ayuda de esta Teoria son exactas.

Ejemplo 3.9.2. Examinemos ahora una magnitud aleatoria X. Suponga-
mos gue se realizan n experimentos independicntes on iguales condiciones y

ue en cada uno de éstos se registra ¢l valor que toma la magnitnd aleatoria X.

uego, segitn los dates obtenidos como resultado de las pruebas, se calculael
valor medio aritmético de lu magnitud X. Designemos por Xy ol valor que la
magnitud sleatoria X tona en la v-ésims prueba. Es evidente quo antes de que
log experimentos hayan sido olectuados, de hecho, este valor o5 una magnitud
aleatoria, debido a lo cual el valor medio writmético de la magnitud X, al Tlevar
a cabo n experimentos,

n
g4
1 == E X,
va=i

también es una maguitud aleatoria, Segim los datos del problema, Xy, ..., X,
son magnitudes alealorias independientes con igual esperanza matematica sy
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@ igual dispergién D.. Aplicando las formulas (3.8.9) y (3.9.7), hallemos la es-
peranza matematica 'y la dispersién del valor medio aritmético de la magnitud
aleatoria X al efecluar » experimentos:

T L
1 ; 1 D
my = 2 My = My, IJu=?2- Z Dy= -n_x (3.9.27)
v=1 =1

Del ¢jemplo examinade se desprende que la esperanza matemitica del valor
medio aritmético de una magnitur‘] aleatoria, cualquiera gue sea el nimero de
experimentos independientes, es igual a la esperanza matematica de esta magni-
tud, y la dispersién de la media aritmética es inversamente proporcional .al ni-
mero de experimentos realizados n. Por lo tanto, al ser el nimero de experi-
mentos r lo suficiente grande, las desviaciones préuticament«a posibles del valor
medio aritmético de una magnitud uleatoria con respecto a su esperanza mate-
mética estardn comprendidas en limites tan estrechos como se tfuiera. Eslo da
la posibilidad de Jeterminar las esperanzas malemdticas de las magnitudes
aleatorias segiin los resultados de las pruebas, tomando sus valores medios
aritméticos, cuando el nimers de experimentos es lo suficiente grande, por las
esperunzas matemdaticas. Y como los momentos de las magnitades aleatorias son
las ceperanzaz matemdticas de ciertas funciones de estas magnitudes, entonces
cualesquicra momentos de las magnitudes aleatorias se pueden delerminar como
loe valores medios correspondientes, si el nimero de experimentos es lo sufi-
ciente grande. Ep particular, las dispersiones estadisticas de las magnitudes
aleatorias se pueden Lomar por las dispersiones de las mismas y los correspon-
dientez momentos de correlacién estadisticos, por los momentos de correlacién.

Las tesis deducidas en los ejemplos considerados son los Leore-
mas mas sencillos de una gran cantidad de teoremas que enlran en la
parte especial de la Teoria de las Probabilidades que se llama co-
rrientemente fey de grandes nimercs. La ley de grandes ntimeros deter-
mina por via tedrica, partiendo de los conceptos fundamentales de la
‘Teoria de las Probabilidades, lag propiedades de los fendémenos alea-
torios frecuentes que se observan en la practica. Ahora bien, la ley
de grandes nimeros fundamenta la validez de las tesis principales
de la Teoria de las P’robabilidades y la posibilidad de la aplicacién
practica de esta teoria.

§ 3.10. Determinacion de los momentos de las funciones
de las magnitudes aleatorias

Iin la préctica surge frecueulemente el problema de determinar
los momentos de una maguitud aleatoria Y cuando vienen dadas las
caracteristicas probabilisticas de otra magnitud aleatoria X con la
cual la magnitud Y esté ligada por una dependencia funcional deter-
minada:

Y = g (X), (3.10.1)

donde ¢ es una funcién univoca completamente determinada. En los
dos parrafos anteriores este problema fue resuelto para el caso de
una funcién lineal ¢. En el caso general, para determinar los momen-
tos de la magnitud aleatoria Y, es necesario conocer la ley de distri-
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bucién de la magnitud aleatoria X. Entonces, todos los momentos
de la magnitud aleatoria ¥ que nos interesan pueden ser determina-
dos por las férmulas (2.3.4) y (3.4.2).

ixaminemos primeramente el caso de las magnitudes escalares
X e Y. Segiin la definicién, el momento de la magnitud aleatoria ¥
de orden k es la osperanza matemaética de la magnitud aleatoria Y™

af=MYM=Mg*(X)) (k=1,2,...). (3.10.2)

Asi pues, el calculo de los momentos de la magnitud aleatoria ¥
se ha reducido al célculo de las esperanzas matemadticas de las fun-
ciones correspondientes de la magnitud X. Aplicando la férmula
(2.3.4) para calcular la esperanza matematica de la funeién ¢* (X),
obtendremos

af = j ¢ @ f@de (k=12 ...) (3.10.3)

—a2

Ahora bien, los momentos de la magnitud aleatoria ¥, enlazada por
una dependencia funcional (3.10.1) con la magnitud aleatoria X,
se determinan en principio sencillamente siempre que se conozca la
densidad de probabilidad de la magnitud X.

Supongamos ahora que Y es el vector aleatorio cuyas componen-
tes ¥y, ..., ¥, son funciones univocas determinadas de las com-
ponentes X,, ..., X, del wvector aleatoric X:

Yi=u(Xpp oo X)) k=1, ..., mh (3.10.4)

En este caso, aplicando la férmula (3.4.2) (mas exactamente, su
generalizacién extendida a los vectores aleatorios polidimensiona-
les) para caleular los momentos del vector aleatorio obtendremos

Oh, . k=M YT ... Vhr]=
=MIQP Xy 0eey Xn) oo i (Xgy ooy Xn)]—

oo

= [ @ ) e O (B ey ) X

X!(xn R -Tn)_dx] e {.IIC‘, PR k;nzi, 2, P (310-5]

Las férmulas (3.10.3) y (3.10.5) son las férmulas exactas para
calcular los momentos de la magnitud aleatoria Y segin la densidad
de probabilidad preasignada de la magnitud aleatoria argumento X

Ejemplo 3.10.1. Hallar la esperanzn matemitica y la dispergion de In senal
de galida do un elemento no lineal carente de inercia, si la sefial de entrada re-
presenta la suma de una sefial itil determinada s v de la perturbacidn X.

La sejial de salida ¥ del elemento que se considera se expresa por la formula

Y=g+ X}
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donde @ es la funcién no lineal univoca {caracteristica del elemento no lineal).
Asl pues, las sefialos de entrada y de salida de este elemento estén ligadas por
la dependencia funcional del tipo {3.10.1). Para aplicar la férmula (3.10.3),
con ¢l fin de caleular la esperanza matematica y la dispersion de la magnitud
aleatoria Y, es necesario conocer la densidad de probabilidad f {z} de la magni-
tud aleatoria X. Entonces la formula (5.10.3) dard

m=at= | potar@e o= | o ta)t e

Luego, la dispersién de la magnitud aleatoria ¥ se puede determinar por la

férmula (2.3.11) que expresa la dispersién por medio de los momentos iniciales

@y ¥ ool i '
Dy =al —(af)?. :

En los problemas de la automéatica la magnitud /my, representa de prdimlriu
la parte Gtil de la sefal de salida del elemento no lineal que se considera. La
magnitnd D, caracteriza lu influencia de la perturbacién en la sofial de salida,
es decir, ¢l nivel del ridn de salidn del elomento.

Las férmulas (3.10.3) y (3.10.5) son complicadas para la aplica-
cién prictica, a pesar de que son en principio sencillas. Por eso es
natural que surja la pregunta: dse podria sustituir estas férmulas
exactas pero complicadas por otras mas sencillas aunque sean aproxi-
madas? Resulta que en muchos problemas practicos se puede hacer
esto con ayuda de la linealizacidon de las funciones.

En los §§ 3.8 y 3.9 vimos que si las funciones ¢ (X) y @ (X, - - .
. .., X,) son lineales con respecto a sus argumentos, los momentos
de estas funciones se expresan por férmulas muy elementales que
se deducen de las propiedades de las esperanzas matematicas, dis-
persiones y momentos de correlacién.

Para una determinacién aproximada de las esperanzas matemd-
ticag, dispersiones y momentos de correlacién de las funciones no
lineales derivables univocas continuas de las magnitudes aleato-
rias, descompongamos estas funciones en la serie de Taylor en la
vecindad de las esperanzas mateméticas My, ..., Mz, de las
magnitudes aleatorias X,, . .., X, y omitamos en las series obte-
nidas todos los términos superiores al primer grado. Entonces obten-
dremos

SR L O, T, Xn)wqjv(mtlv cray mt,,)"‘

™
ET
+ 3 (5

h=]

Xy (3.10.6)

xi-ﬂ'}xi

donde X9, ..., X% son las magnitudes aleatorias centradas corres-
pondientes.

Aplicando las férmulas (3.8.9) y (3.9.6) y teniendo en cuenta
que las esperanzas matemdéticas de las magnitudes aleatorias Xj,
..., X! son iguales a cero, obtendremos para los momentos de las
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magnitudes aleatorias Y, ..., ¥, las expresiones aproximadas
siguientes:

My, R Qy(Mxy ooy ) (v=1, ..., m), (3.10.7)
Ham B i ) (61: K o,p=1 m) (3.10.8)
v~ T 2=, | el P— ki =1, ..., 0.

h, I=i

Puesto que estas férmulas son aproximadas, surge la cuestién acexca
de los limiles de su aplicacidn prictica. Para resolver esta cuestién
conviene observar quo por ser las férmutas (3.8.9) y (3.9.6) exactas

g1 My z

Fig. 3.10.1. Fig. 3.10.2.

para las funciones lineales, para las funciones no lineales seran tanto
mas exactas cuanto més proximas sean estag funciones a las linea-
les en el campo de los valores practicamente posibles de las magni-
tudes-argumentos X, ..., X,. Por consiguicnte, las [drmulas
(3.10.7) y (3.10.8) son aplicables en aquel caso en gue las funciones
Py + - o @y son lo suficiente proximas a las lineales en el campo
de los valores practicamente posibles de las maguitudes-argumen-
tos Xy, ..., X,. Si estas funciones se desvian poco de las lineales
en una gama considerable del cambio de sus argumentos (fig. 3.10.1),
entonees las férmulas (3.10.7) y (3.10.8) se pueden aplicar para gran-
des digpersiones de las magnitudes aleatorias X, ..., X,. Si
estag funciones se desvian considerablemente de las lineales
(fig. 3.10.2), entonces las formulas (3.10.7) y (3.10.8) son aplicables
solamente para pequefias dispersiones de las magnitudes aleatorias

X-ll LI T

§ 3.11, Distribucién normal polidimensional*

La ley normal de distribucién de un vector aleatorio n-dimen-
sional X con las componentes X,, ..., X, o bien, lo que es lo
mismo, la distribucién conjunta normal de n magnitudes aleatorias

*) El lector puede omitir este parralo sin perjudicar la comprensién de casi
todo lo sucesivo.
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Xy ..., X. se caracteriza por la densidad de probabilidad

fleg, ooy w0)=

n
='|/ftlz'if)]?BXP {——} hY C'p?(-rp“mp){zfr"mq}}- (3.11.1)

» =1

En esta férmula el coeficiente adjunto a la funcién exponencial
representa el multiplicador normalizador, elegido a razén de que
la integral con respecto a todas las variables de —oo hasta oo
sea igual a la unidad; C representa la matriz compuesta con los
coeficientes cpqt

€€z - -« Cin

i CayCon + o Can {3,[[2)

Catfnz «« » Can

y | C les el determinante de esta matriz

Cqq €12 + o« C4n

1C|—= ”ftfﬂ{ -_--_"2" ; (3.11.3)

CniCpg - - » Enn

Observemos que el producto (zy — ay) (z, — @,) para cuales-
quiera indices v y p desiguales entra en la suma dog veces: una vez
con el coeficiente ¢,, y otra con el coeficiente .. Por eso, cuales-
quiera que sean los indices desiguales v y R, el papel esencial lo
desempeiia solamente la suma de los coeficientes ey, -~ Cpuy- Por
consiguiente, esta suma, sin pérdida del carécter general, siempre
se pucde considerar dividida equivalentemente entre los sumandos
y de este modo considerar que la matriz C es simétrica, es decir, que
€pg = Cqp Para cualesquiera p ¥ q.

Demostremos, ante todo, que las magnitudes Xy, . . ., X,, exami-
nadas por separado, y cualesquiera combinaciones compuestas de
ellas también estdn normalmente repartidas. Para esto recordemos
que para determinar la densidad de probabilidad de cierta parte

de las magoniludes alealorias, digamos X, ..., X (¢<<n), e
necesario integrar la densidad conjunta de probabilidad de todas
las mognitudes X, ..., X, con respecto a las variables correspon-

dientes a las magnitudes restantes, en el caso dado con respeclo a
Tipgs - o ey Ty 1 virtud de esta regla, la densidad de probabilidad
de las magnitndes aleatorias Xy, ..., X,_y se expresard por la
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férmula
fl. ...,n—l(ziu ~euy xrx-1)=

=1/1%% fexp{~3 3 en (tp—my) (@ —my)} don.  (3.11.4)

=1
Pero
1 n:l
i cpg (Ep—mp) (zg—my) = D Cpq (Bp—mp) (€, —mp) |-
7, q=1 pog=1
n—1
-k Ei Cpn (Tp—mp) (&n —My) -
=
n—1

e Z‘l Cng (tn —Mp) (2g— Mg} +enn (T —my)2.
4=

Teniendo en cuenta que la suma no depende de cémo eslan desig-
nados los indices con respecto a los cuales se realiza la adici6n,
podemos sustituir en la tercera suma el indice de adicién ¢ por p.
Entonces, teniendo en consideracién que ¢,p, = e5, y sacando el
multiplicador comiin z, — m, fuera del signo de adicién, obtendre-
maos

i n=1
21 epy (@p—mp) (Zg—mg) = 2| cpg(wp—mp) (Tq—my)+
p, g=1 », g=1
n=1

+2(zn—mn) X cpn (@p—mp) 4 tan (@n—ma)?.  (3.11.5)
n=1

Sustituyendo esta expresién en (3.11.4) y sacando el multiplicador
que no depende de z, fuera del signo integral, obtendremos después
de reemplazar la variable de integracién ¢ = z, — m,

f“l',.. e =1 .(xh =y z?l-l} =

s n—1
C 4
% exp {_’T D) Cpn (zp—my) (*”q_mq)} X
7, =1
o n=1
1
x §exp{—t Pepm (zp—mp) =y cont’} db.  (3.11.6)
- =1
Para calcular la integral obtenida, apliquemos la férmula
oo \‘],
[ em=ntet gy = V= s, (3.11.7)

-0
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deducida en el suplemento [férmula (1)]. Suponiendo en esta fér-
mula que
n=1 1
N= — 2 cpl’l(xp_ml’]! hﬁ*‘—‘?ﬂnn
p==1
y sustituyendo la expresién obtenida de la integral en (3.11.16)
hallaremaos

Fiooooy et (Bps oo sy Tnaa) =
P n=1
"_—' [!J:li):‘ ]/cz,:: exp {_““;: Z Cpy (Tp—mp) (2,—mg)+
o, g=1
=1
1 ;- 2
+m{ i§[€pn (x,,—-m],]] };
n-1

e &,
=V mamor{—7 3 {n——05)
29

-1
X (#p—mp) {x,;—m,,]} . (3.41.8)

Comparando esta expresién con 1(3.11.1%E vemos que la distribucién
conjunta de las magnitudes Xy, ..., X,_; es normal. Puesto que
esto es vélido para cualquier n y la expresion (3.11.1) de la densidad
normal de probabilidades es simétrica con respecto a las variables
Ty, . . .y Zy, nuestra afirmacién estd por completo demostrada.
Integrando la expresion (3.11.8) sucesivamente con respecto a
Tp_ys &n 94 Tz, hallaremos la densidad de probabilidad de una compo-
nente X, del voctor aleatorio normalmente repartide. En este caso
nos convenceremos de que la esperanza matemitica de la magnitud
X, es igual a m,. Ahora bien, en la expresién de la densidad de
probabilidad del vector aleatorio normalmente repartido, los nfime-
ros my, ... M, Tepresentan lag esperanzas matemdticas de las
componentes del mismo Xy, ..., Xpimp=my, (p=1, ..., n)
Al dividir la expresién (3.11.1) por {5.11.8], hallaremos la den-
sidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria X, con

respecto al conjunto de las magnitudes restantes Xy, ..., X,
faltnl®, . on. Lnog) =
n
€. L
=]/Tnﬂ’3' exp { -3 E Epg(Zp—mp) (Tg—my)+
o, =1
n-1

4—1— 2 (cpq— Tnean ) (zp—mp} (zg— m,,)} .

fun
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o bien, teniendo en cuenta (3.11.5),

fn(xn‘xin oy Tpog) =

n—1
. 1
= V 2':_: exp { -7 Ean (xn"_”zn)!-"(xri_mn) E Cpn {xn-_mp)—_
P
-1
~= 3 enfan (g, —my) (2 —m,;}} . (3.41.9)
», g=1 e
Pero
ni—1 n—}
: 2
>.1 epntyp (Tp—mp) (3 —my) = [ .Tl Cpn (;r,,—m_,.)] :
v, g1 =1
por consiguiente
m—1
i '
EC"R [3;;——??14)2 = (<Tu_mn) Z Chn (Ip_fn-p) e
=1
1 -1
: Epntan .. i
Ao 2 —% (zp—my) (€, —my,) ==
n, =i
—1
1 o | E Cun
== Cpp y (En=1My)* - 2 (g —ma) S‘ (Ip_”i’]'l) I~
& “enn
pe=t
Ti=1 c 4 =1 . 2
r o s B oy Cpn
o f —_— A =t i P iy filles
[.E Cnn (II' mp)_l } 2- Gaa .xn e 2' Cnn {:t:p m'p)] '
1e=1 p=1

Sustituyendo esta expresién en (3.11.9), obtendremos definitiva-
mernte

1
fnl@n| 2y -0 oy $n-—i)z‘/- exp {—?le [Wn‘-mn =

+§‘, (x,.—mp)J } (3.11.10)

Esta férmula muestra que la distribucion vondicional de la com-
ponente X, del vector aleatorio normalmente repartido es normal,
con ello la esperanza matemaética condicional y la dispersién con-
dicional de dicha componente son respectivamente iguales a

M Xn |20 oo vy Znog] =Mp— 2 L — (@p—mp),

p=1 (3.11.114)
1

Con

Dixn]xn RO /) £



§ 8.11. Distribucién normal polidimensional ) 145

La primera de estas: férmulas muestra que la esperanza mateméatica
condicional de la componente del vector aleatoric normalmente
repartido es funcion lineal de los valores de las componentes restsn-
tes. La segunda férmula (3.11.11) indica que la dispersién condicio-
nal de la componente del vector aleatorio normalmente repartido
no depende del valor de las demés componentes.

De un modo semejante nos convencemos de que la distriliucién
condicional de cualquier parte de las componentes del vector aleato-
rio normalmente repartido es, con respecto a las demés componentes,
normal y las esperanzas matemditicas condicionales de las.componen-
tes son funciones lineales de los valores de las componentes restantes.

Aplicando la férmula (3.3.21), llegaremos ficilmente a la con-
clusién de gque cualesquiera funciones lineales de las componentes
del vector aleatorio normalmente repartido estdn repartidas también
normalmente. Esto da la posibilidad de cumplir cualesquiera trans-
formaciones lineales de las magnitudes aleatorias mormalimente
repartidas y siempre obtener en este caso magnitudes aleatorias
normalmente distribuidas.

Calculemos ahora las dispersiones y los momentos de correlacidn
de las componentes de un vector aleatorio normalmente repartido.
Para ello, con auxilio de la transformacién lineal, reducimos el siste-
ma de las magnitudes aleatorias X,, ..., X, al sistema de las
magnitudes alealorias no correlacionadas Vi, ..., V¥,, suponiendo
de momento que las dispersiones y los momentos de correlacién
de las magnitudes aleatorias Xy, ..., X, son conocidas. Esto se
puede hacer por una infinidad de procedimientos. El procedimiento
més sencillo consiste en que se supone que

Xy=m+7,,
Xp=ma-+yuVi+ Vo,
Xs=mg-F yaVy+ va2Va+ Vs, (3.11.12)

Xn=mg- YulVi+ynaVo+ ... Yr.n-1Vng+Vn

y se elige ya; de modo tal que la magnitud V¥, no esté correlacionada
con Vy; luego se eligen v, v 932 de modo tal que la magnitud V, no
esté correlacionada con V; y Vi, el¢; ¥ Ynss Vnzs » + «r ¥rsnoy Q€
modo tal que la magnitud ¥, no esté correlacionada con Vy, ...

.» Vpoy. Es evidente que, al emplear tal procedimiento, el nimero
de coeficientes desconocidoes y,y es igual al nimero de condiciones
que deben ser satisfechas. En este caso todos y,, se pueden determi-
nar facilmente por turno.

De la primera féormula (3.11.12) estd claro que la dispersion
17 de la magnitud aleatoria V, es igual a la dispersién de la magni-
tud Xy : Dy = Dy, = kyy.

10—=0n038
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Para determinar cl coeficiente y,,, expresemos el momento de
zorrelacién k,; de las magnitudes aleatorias X, y X, por la fbr-
mula (3.9.8), considerando X, y X, como funciones lineales de las
magnitudes aleatorias no correlacionadas Vy, .. .. Vi Teniends
cn cuenta quo los coeficientes adjuntos a Vi, ..., V¥, en la expre-
sion (3.11.12) de la magnitud X, son iguales a cero. y que el coefi-
ciente adjunto a Vy es igual a la unidad, obtendremos

ky = YDy = VYutbie

De aqui hallamos que

k.
o= (3.41.43)

Asi pues, todos los coeficientes Yuq, . . ., Yoy $€ €Xpresan mnuy sen-
cillamente por medio de los momentos de correlacion Ky, . ..y &y
de las magnitudes X., ..., X, con X,, y mediante la dispevsién
keyy de la magnitud X,.

Una vez determinado yay, hallamos la dispersion Dy de la magnitud
aleatorin V.. Para esto expresemos por la férmula (3.9.7) la disper-
sion Dy, = kyy de la magnitud aleatoria X,. Teniendo en cuenta
que en cste caso Lodos los coeficientes 7y, son reales, oblendremos

k4
kzz-_-%ku‘.l'Dsz}"l'Dz
De donde
D2=k1|’l'zz—"’\il‘ ) (3111{!}

kyy

Para determinar Yoy, expresemos por la formula (3.9.8) el momen-
to de correlacidn kyy de las magnitudes aleatorias X, y X,. Enton-
ces obtendremos

Fyyhgs— iy
ks = Por¥arDi 4 Yvala = YoVl + L ra—

o, teniendo en consideracidn (3.11.13),
. kb Fyikoy— &Y
by = T \’vz'—T-
De agui hallamos
o feyihong — gtk
&S Fitkea— ki

Procediendo del mismo modo, expresemos sucesivamente log
demas coeficientes Yy (v =4, .« v )y v oy Tuy n Por medio
do las dispersiones y los momentos de correlacién de las magnitudes
aleatorias X,, ..., X..

Dado quo las magnitudes Vy, . . ., ¥y son funciones lineales de
las cornponentes X, . . ., X, del vector aleatorio normalmente repar-
tido, todas las distribuciones de las magnitudes aleatorias ¥y, ...

. S (3.11.15)
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« «y Vp, tomadas por separado y en cualesquiera combinaciones,
asi como todas sus distribuciones condicionales, son normales. En
particular, son normales las distribuciones de todos los pares de
Vs, V. Por consiguiente, en virtud de lo demostrado en el § 3.6,
las magnitudes aleatorias Vy, ..., ¥V, no solamente no estin corre-
lacionadas, sino que son independientes por parejas. Demostre-:
mos gue éstas son independientes también en conjunto. Considere-
mos primeramente [a distribucion conjunta de tres magnitudes alea-
torias Vy, ¥, V5. En virtud de las férmulas (3.11.11), la esperanza
matemdtica condicional de la mangnitud V; es funcién lineal de los
valores vy, v, de las magnitudes V,, V, vy su dispersién condicional
A4 no depende de vy, v,. Por esa, la densidad condicional de prahab:-
lidad de la magnitud Vg se expresa por la férmula

fa(walvg, vo) = ‘}/:;'x_a'g e-~2T3=m_w""m')=l (3.11.16)

y la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes Vy, V3,
V5 es igual a

fizs (V1) Vo, vg) = fia (01, o) fa ("-’ai vlu 3’2}=

V(zn)s_io,a e { e _M)g} =
2

= V 211)3 1054, I'l{ Z [ -’Js ...i b+ ( Dy +E;) ot

i . wfi o .
+E.,_v~‘ -|-2¥vlvg—2bT3 Livs—zrxbzus]} R

De aqui, aplicande la férmula (3.11.8), hallamos Ia densidad conjun-
ta de probabilidad de las magnitudes V,, V;. Teniendo en considera-
cion que en este caso n = 3.

1, a3 1, pe 1

Cii*"ﬁr"‘fﬂ‘- 523—1—};'—4"1—?‘. 63323;'
wf o3 B
Cll’.:le=_‘:‘:' C|u=fsx=—"1\—nn Cz:):'f-'.‘izz'_'E;

hallamos

T e 1 2 )
Fra (vy. oy) = ]/“L'_i:i; exp {"'"f (efyp] +- cas":’x) o 25:3”1”&)} '

donde
1, at @fi2D,

Cry B e it e

4= & T & (B Dy’
P : aﬂDg o (4
=R T Mty vT TR IED:

Pero segiin lo demostrado las magnitudes aleatorias ¥, y ¥, son inde-
pendientes. or consiguiente, ef, == 0. Pero eslo puede ser solamente

i0*



148 Cap. 3 Magnitudes aleatorias vectoriales

cuando ¢ = (. De modo andlogo podemos demostrar que de la inde-
pendencia de las magnitudes ¥, y V, se desprende que § = . Ahora
bien, la distribucion condicional de la magnitud V;, determinada
por la férmula (3.11.16), no depende de los valores vy, wy de las
magnitudes Vi, Vy vy, por lo tanto, coincide con la distribucién no
condicional de la magnitud ¥ y, por consiguiente, A3 = D;. De
aqui se deduce que las magnitudes Vy, V;, V5 son independientes
en conjunto. Luego, por induccién, aplicando el mismo procedimien-
to, se demuestra que las magnitudes ¥y, . . ., Vi son independientes
en conjunio para cualquiera gue sea k.
Asi pues, para cualquiera n, las magnitudes aleatorias Vi, ...
.. ., Vap, que tienen una distribucién conjunta normal, son no co-
rrelacionadas i, y sélo si, éstas son independientes en conjunto.
De la independencia de las magnitudes aleatorias Vy, ..., Vy
determinables por la transformacién de (3.11.12) se deriva que al
sustituir en la férmula (3.11.1) las expresiones de las variables
@y, . .., @n, determinadas por las férmulas (3.11.42) sustituyendo
las magnitudes aleatorias V,, ..., ¥V, por las variables v, ...
.y Uy, todos los coeficientes adjuntos a los productos de las varia-
bles vy, .. ., v, deben convertirse en cero, y los coeficientes adjuntos
a v¥2, ..., v&/2 deben ser iguales a las magnitudes inversas de las
dispersiones 1/Dy, . .., 1/D, correspondientes a las magnitudes
Vi ..., Vy. Esta condicién nos permitird establecer las relaciones
buscadas entre las dispersiones y los momentos de correlacién de
las magnitudes aleatorias Xy, ..., X, y los coeficientes ¢,, en
la expresién (3.11.1) de la densidad normal de probabilidad.
Al sustituir en las {érmulas (3.11.12) las magnitudes aleatorias
por las variables correspondientes, y las expresiones obtenidas

Z4y - .., %, en el exponente de la (3.11.1), vemos que los productos
v, Se obtienen solamente como resultado de la multiplicacion
de (x, — m'n) por (xy — my) (xz — M), - - {:cn—l. = m’rx—l) ¥ como

resultado de elevar al cuadrado (z, — m,). Por consiguiente, el
coeficiente adjunto a v, en la expresién obtenida es igual a

ny + Cnz¥21 + CaaVas o o+ Can¥ar
Igualando esta expresién a cero y sustituyendo los coeficientes

Yair Vatr - - -+ Yns POT Sus expresiones de (3.11.13), obtendremos la
relaciop ' siguiente:
entkyy + Cazkar + o - o canking = 0. (3.11.17)

Observemos ahora que la expresién (3.11.1) de la densidad normal
es completamente simétrica con respecto a z;, ..., T, ¥ la nume-
racién de las magnitudes aleatorias X, ..., X, se puede estable-
cer arbitrariamente, por ejemplo, se puede tomar la magnitud X,
por la primera y la magnitud X, por la n-ésima. Por consiguiente,
la relacién (3.11.17) es védlida no solamente para la n-ésima linea
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de la matriz (3.11.2) de los coeficientes ¢p, ¥ para la primera columna
de la matriz de correlacién X del vector aleatorio sino que, en gene-
ral, para cualquier linea de la matriz € y para cualquier columna
de la matriz de correlacion K con nimeros no coincidenties. Asi
pues, de (3.11.17), en virtud de la simetria, se deducen las relaciones

C,nk“ + Cuzkzy R C]mknv _— 0; (3'11'18}

validas para cualesquiera p, v, p 5= v.

El cuadrado de la variable p; se obtiene evidentemente en cada
sumando del exponente en (3.11.1), ademds, el coeficiente adjunto
a t? en el sumando ¢y (x, — m,)® es igual a ¢y, los coeficientes ane-
xos 0 # en los sumandos tipe epy (zp — mp) (z, — my), p 5= 1 son,
iguales a las magnitudes "correspondientes cp,yy ¥ los coeficientes
adjuntos a v? en los sumandos ¢pq (xp — Mmp) (T — Mmy); P, ¢ 5~ 1,
son iguales a las magnitudes correspondientes ¢,,Vp1941. Por consi-
guiente, en virtud de (3.11.13), el coeficiente sumario anexo a v} es
igual a

1
N Z Cpakpikias.

P, g=1
Por otra parte, este coeficiente debe ser igual a la magnitud inversa
de la dispersién 1/D; — 1/k;; de la magnitud aleatoria V,. Por
[o tanto, es véalida la relacién

o
1 ) 1
“@- 2 Cquplkqi:};'rv

mog=1
0 sea

n

Z Cqui"kqi=k“. (3.11.19)
X P, g=1
I'ranslormemos el primer miembro de esta igualdad. Efeciunando
primeramente fa adicién con respecto al indice g y sacando fuera
del signo de suma con respecto a ¢ el factor comin k,,, podemos
eseribir

n

n n
2 epgkpiko = > (E Cpq}‘ql) kps. (3.11.20)
B, g=1 =1 g=1
Pero, ed virtud de (3.11.18),
kil
.;21 Epakqr =€pihyy + Cpokar -+ - - - - Cpnknas =0,
para cualquiera p %= 1. Por consiguiente, en la suma con respecto

al indice p en (3.11.20) todos los sumandos son ignales a cero, salvo
el sumando correspondiente a p = 1, y obtendremos

n n
>| Cprtkr:lkm = ( E‘l Clqkqt) Fqqe
=1 aw=1i
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Sustituyendo esta expresion en (3.11.19), obtenemos la relaciton
n
Eﬂ Cupkg = cpkny +crokay + o . Femkm=1.  (3.11.21)

De aqui, debido a la simetria de la expresion (3.11.1) de la densidad
normal de probabilidad con respeeto a las variables =y, ..., x
obtendremos la relacidn

Corfiyy = Cykay + . o0+ Cndin, =1 (‘\? =1, ..., n.
(3.11.22)

Asi pues, hemos deducido las relaciones (3.11.18) y (3.11.22)
yue ligan los elementos de la matriz de los coeficientes €', de forma
cuadratica en el exponente de la expresion de la densidad normal
de probabilidad con los elementos de la matriz de correlacion X
del veetor aleatorio.

Para determinar las dispersiones y los momentos de correlacién
de las magnitudes aleatorias X, . .., X,, tomemos todas las ecua-
ciones (3.11.18) y la ecuacion (3.11.22) correspondiente al mismo
valor ¢ del indice v:

ns

Caifery + Caalisy 4 . o . 4 cpuhng =0,

cq!ku,- + qukzq + L + can'nq o 11

culqu + ﬂnzkzq R 'c'ﬂ'nkﬂq = 0.

Estas ecuaciones forman un sislema de ecuaciones algebraicas linea-

les con respecto a Ky, kog, - . ., kyq- Una vez resuelto este sistema,
obtendremos

C14€1z + « - Cop-D8pte . v €

CaqiCyn cq.q-iicq.p-il Can

CpiCna « - - cnxn-iocn.pi-l v Cpp

k},q =
CR{CIR s ae wa wiwime sinimes vw o ais Cin
Coglon « « ¢ v 4 v ¢ 4 v v o o s s o s s ons Cop
................ i

Cnilns v v v o v v v s s s o s “esa e Opp

Por fin, después de descomponer el determinante del numerador por
los elementos de la p — ésima columna, obtendremos

C
kpe=TgT (1 g=1. ... n). (3.11.23)
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donde, por Cp, = C,p se designa el complemento algebraico del
elemento ¢y, = ¢y en el determinante 1€ |

Cig v oo Cpupetftpey = = « Cin
.............. % 1 e eEN
Cgagst + » » Cq-1,p=1Cq-1,p+1 + + - Cg-tum
Cr,qz(——”p"‘q Cgttg v+ » Cgttp=1Cytraptt + = » Egttan
............. $E W el g

Cnt++ + Cnp=t Cnpts - o - Cnn

pg=1, ... 0\
(3.11.24)

La formula (3.11.23) expresa las dispersiones y los momentos de
correlucion de lag componentes de un vector aleatorio normalmente
repartide por medic de los coeficientes, de forma cuadritica en el
exponente de la expresién de la densidad de probabilidad del mismo.
Las relaciones (3.11.18) y (3.11.22) permiten resolver también
el problema inverso, es decir, expresar los coeficientes ep, en la
expresién de la densidad normal de probabilidad por medio de las
dispersiones y los momentos de correlacién de las magnitudes aleato-
rias. Para resolver este problema, tomemos la ecuacién (3.11.18)
correspondionte a un mismo valor p del indice p y la ecuacién
(3.11.22) correspondiente a v = p y escribamoslas en la forma

Byepy + kaeps oo Bgepe =10,
kypepy + kgpps + - o o T+ Kppepn =1,

Eynepy + kgneps + . o0 A Fpacp, = 0.

Estas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones algebraicas linea-
les con respeclo a ¢py, €pay .+ -+ Cpn- Al resolver este sistema de
ecuaciones, obtendremos, al igual que antes:

Cpg = f—(}%’-"l(p, g=1, ..., n), (3.11.25)

donde | K | es el determinante de la matriz de corrclaciéon K:
kuky .. ki,

[ K| | Farkas . .+ Fan

kniknz 1 i knn

, (3.11.26)
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¥ Kpg es el complemento algebraico del elemento k,, en el deter-
minante | K | *).
Para lo sucesivo necesitaremos todavia la f6rmula

ICIIK]=1, (3.11.27)

que liga los determinantes de las matrices ¢ y K. Para la deduccion
de esta férmula observemos que, segiin la regla de multiplicacidn
de los determinantes, los elementos del determinante |4 | =
= |C | | K| se definen por la férmula:

Qpy = cui"fiv = Cu2k2\| e me cunknv (Pm = la « ey B)
Iin virtud de (3.11.18) y (3.11.22) , las expresiones obtenidas son

iguales a cero para p ¥~ v y a la unidad para p =wv. Por consi-
guiente,

10...0
A |=]C K| =01 0]ay
00...1

lo cual demuestra la férmula (3.11.27).

Sustituyendo las expresiones de los coeficientes ¢,, de (3.11.25)
¥ la expresion del determinante | C | de (3.11.27) en (3.11.1), obten-
dremos la siguiente férmula para la densidad de probabilidad de
un vector aleatorio n-dimensional normalmente repartido:

1

[ oo mn) = Py X

xexp{—-gli,(—lpzmxmxp—mpmq—mq)}- (3.11.28)

Esta formula muestra que la distribucién normal se determina por
completo por la esperanza matemética y la matriz de correlacion
del vector aleatorio. Le dejamos al lector que por si mismo obtenga
de (3.11.28) la férmula (3.6.20) deducida mas arriba para la densidad
conjunta de probabilidad de dos magnitudes aleatorias.

Pasemos ahora a la determinacién de.la funcién caracteristica
de un vector aleatorio normalmente re}mrtido. Sustituyendo en la
formula general (3.5.2) la expresién (3.11.1) de la densidad normal

*) Si el lector conoce los elementos del Algebra matricial, verd con fa-
cilidad directamente de (3.11.18) y (3.11.22) que las matrices € v K son reci-
procamento inversas, debido a lo cual ge obtienen a la vez las férmulas (3,.11.23),
(3.11.25) ¥ (3.41.27).
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de probabilidad, obtendremos

Ri-} od n
g B (Izi)!« ¥ v ﬁ' sxp{iz Aoty —
-0 r=1

-0

=43 c,,q(xp—mp}(x,,—mq}} dz,, ..., dzs.  (3.14.29)

p, g=1
Una vez sustituidas las variables conforme a las férmulas (3.11.12),
los coeficientes anexos a los productos de las variables vy, ..., ¥y
en el exponente seran iguales, segun lo demosbrado, a cero y la expre-
sién para la funcién caracteristica tomard la férma

R R LA e 2 ke }

f: g j exp {z[a,ul+zg(?mv1+vz)+.,.-g-xn (Vrats -

o
- ]

n
~+ Vnala+ .. '+'vn)]—2 —.}D;T} dvg ... dup
re=i

Aqui la funcién subintegral se descompone en el producto de los
multiplicadores cada uno de los cuales depende solamente de una
de las variables vy, . ... v,. Jor eso la integral en la expresién
obtenida es igual al producto de n integrales simples y

Al v xn)=}/tfzﬁ)'" exp {tE mehe}

x Eo exp {i(li-i-?m:'hz—f— cae +1’n17\m}vi—2ig;} x

Xavy ..a E‘Dexp {ilnvn——

vh
20,

Aplicando para el céleulo de los integrales obtenidos la [érmula
{3.11.7), obtendremos

g(hty +. oy A) =V CTD; ... Dnexp {tz mphe— 2L X
r=1{

X (A4 VakeF « -« A+ Yarha)— ... —22 ;“;}. (3.11.30)
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De la férmula (3.11.14) se deduce que

_ g Rygleaa—kd | Eyy Ky

D!ngv—k” kyg BRLITRCYTE

De las férmulas semejantes para Dy, ..., D, se deduce facilmente

que el produeto D, ..., D, es igual al determinante de la matriz

de correlacién K. Por eso, en virtud de (3.41.27), [C | Dy ...

= 1. Luego, abriendo el paréntesis en el exponente de

(d M 30), obtendremos los cuadrados de las variables A, ..., A,
v todos sus productos posibles. Por lo tanto,

n n
2(Aay -y ha) = €XP {iz mibr—a B epdyhe  (3:.11.31)
B 0=t

Para calculur los codlucntes Gpq, Observemos que el coefliciente
anexo a A; en (3.11.30) es igual a Dy/2 = £y/2. Por consiguiente,
agy = kyy. Puesto que la expresion (3.11.29) de la funcidn caracte-
ristica es simétrica tanto con respecto a las variables Ay, . .., Ay
como con respecto a las variables de integracion z,, . . ., «,, enton-
ces, en general, ap, = kpp. A continuacién, el coeficiente adjunto
al producto Adg en (3.11.30) es igual, en virtud de (3.11.13), a
Dyysyf2 = k“u = kyy/2. Por consiguiente, u, = dyy = Ky = by, de
donde, en virtud de la simetria, llegamos a la conclusién de que, on
general, a,, = kp,. Sustituyendo esta expresién en (3.11.14), obten-

dremos definifivamente

g (Ms - oy An)=eXD {52 M — 2 k,,qxpxq} (3.11.32)
B, g=1i

Lin el caso particular, cuando » = 1, esta férmula da la expresion
(2.5.14) de la funcidén caracteristica de la magnitud aleatoria esca-
lar normalmente repartida.

En conclusion del parrafo deduciremos la férmula para el mo-
mento central mixto de cuarto orden de las componentes de un vector
aleatorio normaimente repartido. Conforme a la férmula (3.5.6},
para determinar cualquier momento central es necesario hallar la
correspondiente funcién caracteristica derivada del momento alea-
torio centrado. La férmula (3.11.32) da, para la funcién caracteris-
tica del vactor cuadridimensional centrado normalmente repartido,
la expresion siguiente:

8 (hey B, gy Ay =exp { — 5 5 Jockota} . (34139
D, g=
Derivando esta expresién con respecto a las varml:les Aas Azy Agy Ay
una sola vez y haciendo luego hy = iy = Ay = A, =0, obten-
dremos en virtud de (3.5.6)

pargg = M [XOXOXIX]] = ighga + ksgkoa + Koakaa.  (3.11.34)



CAPITULO 4

Caracteristicas de funciones aleatorias

§ 4.1. Leyes de distribucién de una magnitud aleatoria

En el capitulo 1 vimog que en los problemas prdcticos sé encuen-
tran magnitudes aleatorias que varian sus valores en el proceso del
experimento. De ejemplo de tal magnitud aleatoria puede servir
el resultado de la medicién o del registro de cualquier magnitud que
es funcién del tiempo o de otra variable cnalquiera. La magnitud
aleatoria que cambia su valor en el proceso de una prueba repre-
senta una funeién aleatoria. En los problemas practicos se encuentran
con mayor frecuencia funciones alea-

torias del tiempo. Sin embargo, uno

tiene gue operar también con fun- m
ciones aleatorias de otros argu-

mentos. Asi, por ejemplo, la super-
ficie del mar agitado representa, en
cada instante dado, una superficie
aleatoria cuya Z-coordenada es fun- § T
cion aleatoria de la abscisa y la .

ordenada. EI estado de esta super- Fig. 4.1.1.

ficie, en un momento de tiempo

determinado, puede ser obtenido como resultado del levantamiento
aerofotogramétrico. El vector velocidad del viento en una atmndsfera
turbulenta es funcion aleatoria de cuatro argumentos: de las coorde-
nadas de un punto del espacio y del tiempo.

Teniendo en consideracién los ejemplos citados, demos la deli-
nicién general siguiente: se llama funcidn aleatoria a tal funcion
cuyo valor es, para cada valor dado del argumento (o de los argumen-
tos) una magnitud aleatoria. Cada funcién concreta gque puede ser
registrada durante una sola observacién de la funeién aleatoria se
llama realizacién de la misma. Por ejemplo, el oscilograma que regis-
tra una funcién aleatoria del tiempo representa la realizacion de
la funcién aleatoria. La superficie del mar agitado fotografiada en
el instante dado también es un ejemplo de realizacién de la funcion
aleatoria de dos variables. 5i repetimos las pruebas, obtendremos
diferentes realizaciones de la funcién aleatoria (fig. 4.1.1), De
acuerdo con lo expuesto se puede dar también otra definicién de
la funcién aleatoria: la funcidn aleatoria representa cierto conjunto
de funciones concretas con una distribueion de probabilidades pre-
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fijado en el mismo. No obstante, para los fines aplicativos es més
conveniente usar la primera definicién.

Convengamos en designar las funciones aleatorias por lus mayus-
culas del alfabeto latino tomando generalmente las (ltimas letras
del mismo. Las minfisculas correspondientes las emplearemos para
designar las realizaciones de las funciones aleatorias. Designaremos
por ¢ el argumento de la funcién aleatoria, haciendo caso omiso de
que sea éste una magnitud escalar o un vector de cualquier nimero
de mediciones (es decir, un conjunto de varias variables).

Claro esta que en los grificos se pueden representar por curvas
y superficies solamente las realizaciones de las funciones aleatorias
y no las propias funciones.

Las funciones aleatorias pueden ser escalares y vectoriales. Como
ejemplo de una funcién aleatoria escalar puede servir la sefial captada
por el radiorreceptor. De ejemplo de una funcién aleatoria vectorial
puede servir el vector velocidad del viento en la atmdsfera turbu-
lenta.

El nimero de la componente de una funcién aleatoria vectorial
se puede considerar como argumento adicional que puede tomar sola-
mente valores enteros determinados. Por eso, la componente X, (f)
de una funcién aleatoria vectorial se puede considerar como la
funcién aleatoria escalar X (£, v) de los argumentos ¢t y v. Por consi-
guiente, al estudiar las propiedades generales de las funciones alea-
torias, propiedades inherentes a las funciones aleatorias de un nime-
ro cualquiera de argumentos, puede limitarse a las funciones
aleatorias escalares. Todos los resultados obtenidos serdn aplicables
al conjunto de componentes de cualquier funcién aleatoria vectorial,
es decir, a la propia funcién aleatoria vectorial.

La funcién aleatoria del tiempo caracteriza el proceso de varia-
cién de la magnitud aleatoria en el transcurso del tiempo. Por eso,
las funciones aleatorias del tiempo se llaman de ordinario procesos
aleatorios (a veces estocdsticos). La funcién aleatoria de las coorde-
nadas de un punto del espacio se denomina corrientemente campo
-aleatorio.

.Los. argumentos de las funciones aleatorias pueden variar inin-
terrumpidamente en cierta zona o de un modo discreto. Los valo-
res de la funcién aleatoria de un argumento discreto formen una
secuencia de magnitudes aleatorias llamada secuencia aleatoria.

En la mayoria de los problemas concernientes a la automatiza-
ci6én o la radiotéenica uno tiene que operar solamente con funciones
aleatorias del tiempo. Por eso, teniendo en cuenta el objetivo prin-
cipal de este libro. servir de introduccién a la Teoria de las Pro-
babilidades psra los que deseen estudiar sus aplicacinoes en el campo
de la automatizacién o la radiotécnica, asi como en el de las asigna-
turas relacionadas con estas tltimas, en lo sucesivo vamos a expo-
ner el material referente a las funciones aleatorias escalares de una
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variable independiente escalar que cambia continua o discreta-
mente en cierto intervalo o <C t<CP (en particular, puede ser
@ = — oo, i = co0). Sin embargo, conviene recordar que todos los
métodos generales de la Teoria de funciones aleatorias son aplica-
bles a cualesquiera funciones aleatorias de argumentos escalares
o vectoriales.*)

La funcién aleatoria se puede considerar como el conjunto de
magnitudes aleatorias X, que representan los valores de la misma
para diferentes valores de ¢:

X; =X (1) (@ <<t<<h).

Esto quiere decir que la funcién aleatoria es equivalente a un.con-
junto infinito de magnitudes aleatorias. Por eso el material cienti-
fico de la Teoria de funciones aleatorias es considerablemente wmis
complejo que el de la Teoria de magnitudes aleatorias.

Conforme a la definicién, el valor de una funcién aleatoria esca-
lar, para cualquier valor fijado del argumento ¢, es una magnitud
aleatoria corriente. En el capitulo 2 vimos que cualquier magnitud
aleatoria se caracteriza por completo por su ley de distribucién.
Por lo tanto, la caracteristica completa del valor de la funcién alea-
toria X (), para cualquier valor fijado ?, es la densidad de probabi-
lidad de este valor, que designaremos por f; (z; ¢). Esta densidad
de probabilidad, llamada densidad unidimensional de probabilidad
de la funcidén aleatoria X (£), en el caso general, depende de la elec-
cion del valor de ¢, es decir, es funcién de ¢ lo que se refleja también
en su designacién f; (#; ¢). Aqui el primer argumento z designa el
valor posible de la funcion aleatoria X () para un valer de ¢ fijo.
El segundo argumento ¢ sirve de parimetro, del cual depende la
densidad de probabilidad f, (z; #).

La densidad unidimensional de probabilidad f, (z; ?) no es sufi-
ciente, en el caso general, para una caracteristica completa de la
funecion aleatoria. Dicha densidad puede caracterizar solamente
cualquier ordenada, tomada por aislado, de unma curva aleatoria.
En la préctica llevamos a cabo diferentes operaciones con las fun-
ciones aleatorias, en particular, realizamos la derivacion de las
mismas. En este caso, es necesario examinar los valores de la magni-
tud aleatoria cuando el argumento tiene diferentes valores pré-
ximos. De este modo, durante la derivacion es necesario examinar
las ordenadas de una curva aleatoria no por aislado, sino conjunta-
mente. De acuerdo con lo expuesto fijamos dos valores del argumento
t:t vyt Los valores X (t,) y X (f;) de la funcién aleatoria, corres-
pondientes a los valores mencionados del argumento, pueden caracle-

*) V. 8. Pugachov. Teoria de funciones aleatorias y su aplicacién a los
problemas del mando automético. Fizmatguiz, 1962, cap. 8 y 10. (Versién
inglesa: V. 8. Pugachev. Theory of Random Functions and its Application to
Control Problems. Pergamon Press, 1965, chapters & and 10}
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rizarse por la densidad conjunta de probabilidad f; (x4, z2i i, f2)
que se llama densidad bidimensional de probabilidad de la funcién
aleatoria X (f).

Segiin lo expuesto en el § 3.1, la densidad bidimensional de
probabilidad f, (z1, @z %, ¢;) también determina por completo la
densidad unidimeusional de probabilidad f; (zy; ;). En efecto, en
virtud de la férmula (3.1.18)

-3

fileg )= 5 falay, Top 1, tp) dxs. {4.1.1)

—ce

La densidad bidimensional de probabilidad de una funcién alea-
toria representa una caracteristica mas completa de la misma que
la unidimensional puesto que por la densidad bidimensional siempre
se puede determinar la unidimensional. No obstante, tampoco la
densidad bidimensional de probabilidad es, en el caso general, una
caracteristica completa de la funcién sleatoria. Pero des, tal vez,
el conocimiento de la densidad bidimensional de probabilidad sufi-
¢iente para poder tesolver todos los problemas practicos? Bs facil
ver que no es asi. Por ejemplo, para la integracion de una magnitud
aleatoria, es necesario tomar sus valores para un nlimero bastante
grande de valores del argumento, componer la suma correspondiente
v luego pasar al limite, dirigiendo este niimero a la infinidad y el
intervalo maximo cntre los valores vecinos del argumento, a cero.
Asf pues, aunque esto sea una integracién arproximada, tenemos que
examinar en conjunto un nimero bastante grande de ordenadas de
una curva aleatoria, si queremos hallar la ley de distribucién de la
integral de la funcién aleatoria. Continuando los razonamientos
anteriores, se puede determinar una densidad tri-, cuatridimensio-
nal (y, en general, de n dimensiones) de probabilidad de la magnitud
aleatoria para cualquier n entero positive. Es evidente que la den-
sidad. de: probabilidad de cualquier orden inferior puede ser calcu-
lada por la del orden superior. Por eso, cada densidad de probabili-
dad posterior es una caracteristica mas completa de la funcidn
aleatoria que todas las densidades anteriores, Como resultado se
obtiene una secuencia infinita de densidades de probabilidad de
érdenes siempre crecientes. Surge la pregunta ges esta secuencia
infinita de densidades de probabilidad una caracteristica completa
de la funcién aleatoria? Las investigaciones mateméticas dan a esta
pregunta una respuesta positiva que, sin embargo, no es valida
para todas las funciones aleatorias. Resulta que la secuencia infinita
de densidades de probabilidad caracteriza por completo la funcién
aleatoria solamente en el caso en que todas sus realizaciones posi-
bles son suficientemente «lisas», es decir, si toda realizacién puede
ser determinada, cualquiera que sea el grado de exactitud, por sus
valores en una serie discreta de puntos que se encuentran uno de
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otro a una distancia suficientemente préxima (a excepcién, tal vez,
de cierto conjunto de realizaciones cuya probabilidad sumaria de
produccién es igual a cero; pricticamente todas estas realizaciones
pueden ser despreciadas).

En algunos casos la secuencia infinita de densidades de probabi-
lidad de la funcion aleatoria puede ser determinada de un modo com-
parativamente simple. La cosa es asi en lo que se refiere al caso
mis ampliamente difuso de la ley normal de distribucién.

La funcién aleatoria se congidera rormalmente distribuida siempre
que todas sus densidades de probabilidad de cualesquiera 6rdenes
sean normales, En el parrafo siguiente veremos que para una fun-
cién aleatoria normalmente distribuida toda la secuencia infinita
de dencsidades de probabilidad se determina por completo si se cono-
ce la densidad bidimensional de probabilidad.

Vemos que la caracteristica probabilistica completa de una mag-
nitud aleatoria, sirviéndose de sus leyes de distribucion de dife-
rentes ordenes, resulta ser muy compleja. Por eso surge la pregunta:
¢no se podria en algunos problemas pricticos limitarse a caracteris-
ticas més simples, aunque estén lejos de ser completas, de la fum-
cién aleatoria, andlogas a las caracteristicas numéricas, de las
magnitudes aleatorias.

Como vimos en los §§ 3.8 y 3.9, las esperanzas matemdticas, las
dispersiones y los momentos de correlacion, es decir, los momentos
de los dos primeros drdenes de las funciones lineales de magnitudes
aleatorias se pueden calcular, sin conocer las leyes de distribucién
de estas magnitudes aleatorias, sabiendo sélo sus momentos de los
érdenes primero y segundo. Se pueden obtener formulas semejantes
también para momentos de érdenes mds altos. Iemos visto que para
una clase més difusa de magnitudes aleatorias, a saber: para las
magnitudes aleatorias normalmente repartidas, los momentos de
los dos primeros érdenes resultan ser una caracteristica completa.

Por eso, también al resolver problemas pricticos de la Teoria
de funciones aleatorias, es conveniente limitarse al estudio de los
dos primeros momentos sin examinar las leyes de distribucidn.
En esle caso resulta suficiente conocer los momentos de los dos
primeros drdenes de las funciones aleatorias para el estudio de cuales-
quiera operaciones lineales sobre dichas funciones.

§ 4.2. Esperanza matemadtica
de una funcién aleatoria

¥y funecién correlativa

Fijemos cualquier valor del argumento ¢ y examinemos el valor
de la funcién aleatoria (para este valor del argumento) como una
magnitud aleatoria corriente. Para esta magnitud aleatoria podemos
determinar la esperanza matemética que, hablandoe en general, depen-
ders del valor elegido de ¢. Dando a ¢ todos los valores posibles,
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obtendremos cierta funcién m, (#) a la cual es natural llamarle
esperanza matemitica de la funcién aleatoria X (#). Asi pues, se
denomina esperanza matemdtica de la funcién aleatoria X (f) a tal
funcién m, (f) cuyo valor, para cada valor dado del argumento ¢,
es igual a la esperanza matematica de la magnitud aleatoria X (#)
para este valor (fijado) de *):

me @) = M (X @) (4.2.1)

En virtud de la férmula (2.3.2), la esperanza matemitica de la
funcién aleatoria se puede expresar por su densidad unidimensional
de probabilidad:

My (f) = j fy (2 1) da. (4.2.2)

-

Segiin la definicién, la esperanza matemaética representa el valor
medio (pesado en cuanto a la probabilidad) de la magnitud aleatoria.
Paor lo tanto, para cada valor dado de 2, la ordenada de la curva m,. (2)
representa el valor medio de la de la curva aleatoria X (f) para este
valor de z. Asi pues, la esperanza matematica de la funeién aleatorin
no es mds que una curva media alrededor de la cual se disponen las
realizaciones posibles de la funcién aleatoria (fig. 4.2.1).

Es evidente que al considerar solamente la esperanza matemi-
tica de la funcién aleatoria, despreciamos todas las desviaciones
aleatorias posibles, reduciendo a la media todo el haz de realizacio-
nes posibles de la funcién aleatoria. Asi se procede al emplear los
métodos de investigacién corrientes no relacionados con la Teoria
de las Probabilidades. No obstante, el sentido de la Teoria de las
probalilidades consiste precisamente en examinar no solamente
los valores medios regulares de las magnitudes, sino también las
desviaciones aleatorias con respecto a éstos. Conforme a lo dicho,
para caracterizar la fluctuacién de las realizaciones de una funcitn
aleatoria en torno a su esperanza matemética, se puede aprovechar
la dispersién de dicha funcién, la cual, en virtud de la definicion
(2:3.9), va expresada por la densidad unidimensional de probabi-
lidad de la funcién aleatoria por la férmula

Dy (1) = M [{X (t)—mx (1)}*] = S {e—me () f1 (25 ) d2.  (4.2.3)

En los problemas practicos a veces es conveniente en lugar de
1a dispersién examinar la -desviacién cuadritica media de la fun-

*) En este caso, Se supone, claro esté, que la esperanza matemética de la
magnitud aleatoria X {f) existe para cualquier #, al igual que todas las esperanzas
mateméticas de las cuales se tratard a continuacién.
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cion aleatoria:
ox(t) =V D« (t). (4.2.4)

La esperanza matematica y la dispersién de la magnitud aleato-
ria son caracteristicas numéricas de sus valores para cada valor dado
del argumento 2. Ellas, en cierto modo, determinan la banda que se
ltena por las realizaciones posibles de la funcién aleatoria (fig. 4.2.2
y 4.2.3). Sin embargo, la esperanza matematica y la dispersion

Fig, 4.2.1, Fig. 4.2.2.

no determinan la condncta de las realizaciones posibles de la fun-
cion aleatoria dentro de la banda indicada. En las fig. 4.2.2 y
4.2.3 sc representan las realizaciones de dos funciones aleatorias con
iguales esperanzas matemdticas y dispersiones. Sin embargo, éstas
se comportan de un modo completamente diferente. Es obvio que
al derivar, por ejemplo, estas dos
funciones aleatorias obtendremos
resultados absolutamente distintos.
Por eso, ademés de la esperanza
matemitica y la dispersion de la
magnitud aleatoria, necesitamos
congcer el grado de variabilidad
de sus realizaciones, la rapidez del
cambio de las mismas al variar el Fig. 4.2.3.

argumento £ A titulo de ejem-

plo tomemos dos valores ¢; y ¢, del argumento ¢ en los dos gréficos
(ligs. 4.2.2 y 4.2.3) y separemos una realizacién de la funcion alea-
toria en cada grifico. En el primer c¢aso, el conocimiento de la orde-
nada de la realizacién en el punto ¢ habla poco del valor de esta
realizacién en el punto f., como resultado de wna gran intensidad
de variacién de todas las realizaciones de la funcién alealoria entre los
puntos {, y t. En el segundo grifico, el conocimiento del valor de la
realizacion cuando t = {; permite indicar s exactamente el valor
posible dela realizacidn cuando f = #,. Con oiras palabras, en el segundo
caso, el conocer el valor de realizacién en el puntoe ¢, practicamente
limita de un modo considerable la gama posible de valores de las
realizaciones en el punto #,. En el primer caso, los valores de las
tealizaciones posibles de la funcién aleatoria X (£,) v X (£) en

11—-0038
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los puntos ¢, y f; dependen poco una de ofro, en el gegundo caso,
éstos estdn enlazados por una dependencia més fuerie.

Para ilustrar grificamente esta tesis, llevaremos al eje 2y los
valores de la ordenada aleatoria X () y al eje x, los valores de la
ordenada aleatoria X (f;) (flig. 4.2.4 y 4.2.5). Tomemos una gran
cantidad de realizaciones y marquemos los puntos [X (), X (£5)],
que corresponden a estas realizaciones en el plano zy, z,. Para las
realizaciones de la funcién aleatoria, representadas en la fig. 4.2.2,
las magnitudes aleatorias X (f,) y X (f3) estén vinculadas débil-
mente. Por eso la dispersién de los puntos [X {t), X (£,)] en el plano

I A . Z5 3 .
. & .
. . » - *
» | = L
. s e * wal*a .
._(_.___ e
. Ole o I v ..@ . XLy
. - . - o. . .
$ e » n - ¥
. . L
Fig. 4.2.4. Fig. 4.2.5.

z,z, en este caso es aproximadamente cireular (fig. 4.2.4). Para la
funcion aleatoria, cuyas realizaciones se muestran en la fig. 4.2.3,
las magnitudes aleatorias X () y X () estdn eplazadas por una
dependencia fuerte. Por eso, para la funcion aleatoria cuyas reali-
zaciones se representan en la fig. 4.2.3, los puntos posibles [X (¢},
X (1,)] se dispondrén en el plano zz, formando una elipse alargada
(lig. 4.2.5).
Para caracterizar el grado de dependencia de Jos velores de

una funcién aleatoria, correspondientes a dos valores diferentes
del argumento, lo més simple es valerse del momento de correla-
cién de estos valores de la funcién aleatoria. Llamemos funcién
aleatoria centrada a la diferencia entre la funcién aleatoria y su
esperanza matematica:

X0 () = X (t) — my (8). (4.2.5)

Entonces el momento de correlacién de los valores X () y X (') de
la funcién aleatoria X (#), que corresponden a dos valores arbitra-
riamente elegidos del argumento ¢, £, se determinaré por la férmula

K. (t, ') = M[X° (1) X° (")) (4.2.6)

Dando a ¢ y # todos los valores posibles en la zona de variacion
del argumento de la funcién aleatoria X (#), obtendremos la un-
cién de dos variables ¢, ¢ que se denomina funcién correlative (a ve-
ces autocorrelativa) de la funcidn aleatoria X (f). Asi pues, se llama
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funcién correlativa de la funcién aleatoria X (£) al momento ide co-
rrelacién de sus valores para dos valores del argumento ¢, ¢t', con-
siderado como funcion de ¢t y ¢'.

Al coincidir los valores de los argumentos ¢ = ¢, el segunde
miembro de la férmula (4.2.6) representa la esperanza matemética'
del cuadrado de la funcién aleatoria centrada, es decir, la disper-
sion de Ia funcién aleatoria X (2):

K (¢, O) =D, (2. (4.2.7)

Asi pues, la asignacién de la funcién correlativa de una funcién
aleatoria determina también su dispersion,

Para calcular la funcién correlativa de una funcién aleatoria
se exige, en el caso general, el conocimiento de la densidad bidi-
mensional de probabilidad. Entonces, en virtud de (3.4.7), la fun-:
cion correlativa de la funcion uleatoria X (f) se determinard por la
formula

K. (t, 4= ( jI.r—-mx(t)}]:c'—m,x(t')] falo 2’3 b, Y dada’, (4.2.8)

-

Teniendo en consideracién que siendo (' = ¢, los valores X (#)
¥ X (#) de la funcién aleatoria coinciden, y aplicando la férmula
{3.3.3), hallamos la siguiente expresién de la densidad bidimensio-
nal de probabilidad de la funcién aleatoria X (f) cuando t' = #:

falzy 258, ) =fi(x; 1) § (2" — ). (4.2.%

Sustituyendo esta expresién en la Iérmula (4.2.8) y cumpliendo
la integracién con respecto a z', sirviéndenos de la férmula (2.2.6),
reduzcamos la férmula (4.2.8) a la forma (4.2.3).

Las férmulas (4.2.2) y (4.2.8) pueden servir para el cileulo de
la esperanza matemitica y la funcién corrclativa de la funcién
aleatoria siempre que se conozca su densidad bidimensional (y per
consigniente, unidimensional) de probabilidad. '

Sin embargo, en muchos problemas priclicos resulta posible
determinar la esperanza matematica y la funcidén correlativa de una
funcién aleatoria empleando métodos mas simples, sin recurrir a la
determinacion de las densidades de probabilidad. Luego veremos
en ejemplos como esto se hace.

A veces, para caracterizar el enlace entre los valores de una mag-
nitud aleatoria, en vez de la funcién correlativa, se usa le funcién
correlativa normada que representa el coeficiente de correlacién
de los valores de la funcién aleatoria para dos valores del argumento.
En virtud de la determinacidon del coeficiente de correlacién (3.4.9)
v de la férmula (4.2.7), la funcién correlativa normada de una fun-

11+
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cion aleatoria X (#) se determina por la férmula

n_ Kel¥)  Eelt, )

B, @) VEGHEK (1) 220
Es evidente que la asignacién de la dispersién y la funcién correla-
tiva normada de una funcién aleatoria es equivalente a la asignacién
de la funcidn de correlacién de la misma,

Bn lo sucesivo necesitaremos examinar todavia cl momento
inicial de segundo orden de una funeidn aleatoria, el cual se determina
como el momento inicial mixto de segundo orden de sus valores
para los valores arbitrariamente elegidos ¢, ' de su argumento:

T (¢, &) =MI[X (1) X (] I(4.2.11)

El momento de segundo orden de una funcién aleatoria se puede
expresar por Su esperanza matemdtica y su funcién correlativa.

I, (¢ ) = me () my () F K. (8 ). (4.2.12)

Esta férmula es consecuencia directa de la ftérmula (3.9.13) para
la esperanza matemitica del producto de dos magnitudes aleatorias
v de las definiciones (4.2.6) vy {4.2.11) de la funcién correlativa y el
momento inicial de segundo orden.

Hemos dado las definiciones de la esperanza malemdtica, la
funcién correlativa y el momento inicial de segundo orden para las
funciones aleatorias reales. En los problemas pricticos uno tiene
que operar sélo con funciones aleatorias reales. No obstante, en
las investigaciones tedricas conviene frecuentemente introducir tam-
bién funciones aleatorias complejas. Por eso, es necesario genera-
lizar los conceptos introducidos extendiéndolos a las funciones alea-
torias complejas.

De acuerdo con la definicion del momento de correlacién de
las magnitudes aleatorias complejas, la funeién correlativa de una
funcién aleatoria compleja X (¢) se determina por la formula

L Ko {t, t'y=M[X%() X° (2")]. (4.2.13)
£y
Por una férmula anéloga se determina el momento inicial de segundo
orden de una funcién aleatoria compleja.
11 Ejemplo 4.2.1. Examinemos la funcidn aleatoria

X () = U sen wyl + Z cos wet, (4.2.44)

donde U v Z son magnitudes aleatorias no correlacionadas cuyas esperanzas
mateméaticas son iguales a cero y cuyas dispersiones son igu‘ales a Dy y Dy, res-
pectivamente. Esta funcién aleatoria representa las oscilaciones arménicas
de la frecuencia circular ®, con una amplitad qlsa‘mria Vm ¥ con una
fase inicial aleatoria arctg (Z/U)*). Las realizaciones de esta funcién aleatoria

*) En este caso el arco tangente se toma en el primer cuadrante, si Z > 0
7 = 0; en el segundo, si Z = 0, U << 0; en el tercero,si Z << 0, U < 0; en ¢
cugrto, si Z<0; U =0,
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son sinusoides con un periodo T = 2a/w, y con diferentes amplitudes y fases
iniciales. En el ejemplo en cuestién la funcién aleatoria representa la combina-
cién lineal de dos magnitudes aleatorias con los coeficientes sen wei ¥ €03 wple
Por eso, aplicando la formula (3.8.9) nos convencemos de que la esperanza mate-
mitica de la funcién aleatoria X ()} es idénticamente igual a cero:

my () = my 3en wot + my c08 wyi = 0.
Poniendo en la férmula (4.2.14) ¢ = ', obtendremos
X (¢') = U sen wot’ -+ Z cos wyt’.

Esta formula, junte con {4.2.14), muestra que los valores X (i) y X (¢) de la
funcién aleatoria examinada, para dos valores arbitrariamente elegidos del
argumento, son combinaciones lineales do dos magnitudes aleatorias no corre-
lacionadas U y Z. Aplicando la f6rmula (3.U.8) para el momento de correlacién
de dos combipaciones lineales de magnitudes aleatorias no correlacionadas,
hallamos la funci6én correlativa de la funcién aleatoria X (th:

K. (i, #) = Dy sen oot Sen wet’ + D3 cos wet cos ot (4.2.15)
En el caso particular, euando Dy = Dy = D, la férmula (4.2.15) toma la forma
K. (t, £') = D cos wg (f — t). {4.2.16)
Ejemplo 4,2.2, Examinemos un caso mas general, cuando
"
X ()= 2 Xofs (), (4.2.47)
=i
donde f; (f), ..., f, (f} son cualesquiera funciones no aleatorias, on el caso
general, complefas, ¥ Xi, . . ., X,, son cualesquiera magnitudes aleatorias con

esperanzas matemdticas arbitrarias, pero finitas, ty momentos de segundo orden.
La esperanza matematica se encuentra para esta funcién aleatoria muy sencilla-
mente como la de una funcién lineal de las magnitudes aleatorias. Aplicande
la férmula (3.8.9), hallamos ;

n
my (= m, fy{b) (4.2.18)
=i ¥ 1

Ohservande que los valores de la funcién aleatoria que se examina son,
para dos valores ?lel argumento arbitrariamente elegidos, %nnciones lineales de
las mismas magnitudes aleatorias, podemos aplicar la férmula (3.9.6) para
caleular 1a funcién correlativa de esta funcién aleatoria. Entonces oblendremos

n
Koty )= 3 Jeupfo (8} fu (t')- (4.2.19)
w, p=1 '
donde kyy es el momento de correlacidn de Jas magpitudes alealorias X, X,
(=1, ... A Ky = Dyl

Ejemplo 4.2.3. Generalicemos ahora el problema del ejemplo 4.2.1 supo-
niendo aleatorias no solamente la amplitud y la fase, sino también la frecuencia

de las oscilaciones armdnicas. Asi pues, examinemos la funcidn sloateria

X (t) = U sen Qf + Z cos ¢, (4.2.20)

donde U/, Z, Q son magnitudes aleatorias independientes; con la particularidad
de que las magnitudes U y Z tienen esperanzas matemiaticas iguales a cero y
las mismas dispersiones D, y la magnitud aleatoria Q se caracteriza por la den-
sidad de probabilidad f (w).

La esperanza matematica de la funeifn_ aleatoria X (f} es idénticamenter
igual a cero. La férmula (4.2.16) determina la funcién correlativa condicional
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de Ia funcién aleatorin X (1) para el valor dado o de la frecuencia €
e, ' l@)=M[XHX)IQ = wl=Dcosw (t —1t).
Ahora, para lwllar la funci6n correlativa de la funcién aleatoria X (£) basta

multiplicar la funcién correlativa condicional hallada por el elemento corres-
pondicute de probabilidad f (w) do e integrar con respecto a todos los valores
i)osihles ® de la magnitud aleatoria Q. Entonces, teniendo en cuenta que la
rencuencia de oscilaciones es, en su ecencia, una magnitud positiva, dehido a lo
cual su densidad de probabilidad f () es igual a cero para w < 0, obtendremos

=3

Kp(tt'\=D g flw)cos @ (E—1t") dar. (4.2.21)
Examinemos ahora el caso concreto ewanda
;'rw)=ﬂ—w% siendo @ >> 0. (4.2.22)
En este caso la férmula (4.2.21) da
Ky (t t')u%‘i :‘f _._.._.cma‘:-t;a”) do.

Esta integral puede ser calenlada por muchos procedimientos, Un método posible
se expone en el suplemento I al final del libro. Aplicando la férmula (23) deduci-
da en ¢l suplemento, oblendremos

Ky (2, 1) =De— =1 (4.2.23)

Asi pues, on el caso en que la densidad de probabilidad de la frecuencia aleatoria
de oscilaciones urménicas se determina por la formula (4.2.22), la funcién co-
rrelativa de la sinusoide aleatoria representa una funcién exponencial. Esta
funcién correlativa se encuentra en muchos problemas practicos.

Ejemplo 4.2.4. Generalicomos el ejemplo 4.2.2 para el caso de la depen-
dencia no lineal de la funcién con respecto a los parimetros aleatorios, Exami-
nemos la funeién aleatoria

X@=9 U ... Up) (4.2.24)
donde @ es la funcién completamente determinada de los parametros indicados

Y Uiy ..\, Up son los pardmetros aleatorios para los cuales estq asignada la
densidad da Jmm“babi]i'dad Flug ooy ug)

En virtud de la definicién de la nsseranzn matemdtica [{férmula (3.4.2)],
fsta ly el momento de segundo orden de la funcién aleatoria X (f) se determinan
por las férmulas

My ()= 5 e 5 P wgy ey un) f{ug, o, up)duyduy L dug,  (4.2.25)
0« o
Pefty t')= S W Y @ty e un) @, Uy, v, U)X

W F (tyy ovny tpYdug ... dup, {4.2.26)

Conaciendo la esperanza matemdtica y el momento inicial de segundo orden,
se puede determinar la funcién correlativa de la magnitud aleatoria X (f) por
la férmula (4.2.12).
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Vemos que cuando la dependencia de la funcién aleatoria con respecto a: los
pardmetros aleatorios es no lineal, para determinar su esperanza matematica
y la funcién correlativa es necesario, en el caso general, conocer la densidad de
probabilidad de los pardmetros aleatorios, mientras ?e Ea:ra determinar la

anza matematica y la funcién correlativa de una funcién lineal de pard-
metros aleatorios basta conocer solamente las esperanzas matematicas y las
dispersiones de los parimetros aleatorios.

Ejemplo 4.2.5. Examinemos cierto elemento carente de inercia de un
sistema antondtico, es decir, tal elemento cuya sefial de salida, en cada instante
dado, depende solamente del valor de la saﬁﬁ de-entrada en el mismo momento
de tiempo sin depender de cémo cambia esta ultima hasta el instante .dado.
Supongamos que la sefial de entrada X (#) es funcidn aleatoria del tiem iya
es;ioetanzn matematica es igual a la sefial til que varia lentaments en Ia entrada
del elemento en cuestién y la funcién aleatoria centrada representa la perturba-
cifn, es decir, las fluctuaciones aleatorias de la sefial de entrada. Generalmente
1a sefial de salida de tal elemento se envia a la entrada de cualquier dispasitivo
de inercia. Este dispositivo, como regla, no tiene tiempo para responder a las
fluctuaciones répidas de la sefial de entrada y reacciona en lo principal sobre
su valor medie que varia lentaments, es decir, sobre la esperanza matemdtica.
Asi, por ejemplo, gi los timones del avién realizan rdpidas oscilaciones aleato-
rias, éste no tendra tiempo para responder a ellas y reaccionard sélo a las des-
viaciones medias do los timones nlragedur de las cuales éstos se desvian a ambos
lados. Por eso en las aplicaciones de la Teoria de las Probabilidades, en el campo
de la antomadtica, la esperanza matemditica de la sefial de salida ¥ (¢) se toma
frecuentemente por la sefial atil en la salida del elemento y las iluctuaciones
de la sefial de salida con respecto a su esperanza matemdtica, por el ruide en la
salida del elemento. EIl problema consiste en hallar la sefial util, la dispersién
v la funcién correlativa del rnidn en la salida del elemento, conociendo las carac-
teristicas probabilisticas necesarias de la sefial de entrada.

Supongamos que la dependencia de la sefial de salida del elemento con res-
pecto a su sefial de entrada se determina por la {6rmula

Y (&) =g (X () (4.2.27)

donde  es, en el caso general, funcién univoca no lineal, la caracteristica del
elemento. Es evidente que para determinar la esperanza matemética y la dis-
persion de la funcién aleatoria ¥ (¢} basta conocer, en el caso gencral, la densidad
unidimensional de probabilidad de la funcifn aleatoria X [t(]. Entonces, la
esperanza matemética y la dispersion de la funcién aleatoria ¥ (#) se expresardn
por las férmulas

my®= | o@ @ ]I
‘: i {4.2.28)
Dy t)= { 1o @—my O 11 w3 1) de. ]

Para hallar la funcién correlativa de la funcién aleatoria Y (4) basta conocer,
en el caso general, la densidad bidimensional de la funcién aleatoria X (¢). En-
{,unfg:os |n]I funcién correlativa de la foncién aleatoria Y (f) se determinard por
a férmula

[=-]

o)
Kyt y= [ | @@—m @l @) —m ) fale, o5 & ¢) dede’. (4220

—0 -
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Es evidenis que la funcién correlativa de la funcién aleatoria Y (f) =e puede
determinar también por la férmula (4.2.12), calculando previamente el mo-
mento inicial de segundo orden por la farmula

o oo

T, (¢, 1= 5 5 S GV (4.2.30)

—o0 —20

Este procedimiento lleva de ordinario a cileulos més simples.

La primera [érmula do (4.2.28) determina la sefial atil en la salida del ele-
mento examinado y la segunda, ol nivel de ruide ep la salida del mismo.

Las férmulas obtonidas en cste ejemplo permiten examinar el paso conjunto
de las sefiales nitiles y las perturbaciones (ruidos) por cualesquiera elementos
carentes de inercia de los sistemas autométicos.

Ejemplo 4.2.6. Examinemos un dispositive que funciona de modo que,
al actuar en la entrada un impulso momentinco, Ia variable de salida adquicre
un valor constante, proporcional a la magnitud del impulso de entrada, y queda

T £
” 5 2 E :
| ﬁ %2 1 t £ t
g | 5 3 | i
A e e
TR s i 5
] &S; ] kb'; 1
e i 7 ] I "
1
a | H !(.‘5'_‘ ¢ i i
— .
Fig. 4.2.6. Fig. 4.2.7.

invariable hasta que acciona el impulso siguiente (fig. 4.2.6). Una vez recibido
el impulso siguiente, la variable de salida cambia por un salto su valor y se hace
proporcional a la magnitud de este impulso. Asi pues, el dispositivo en cuestidn
transforma la sucesién de los impulsos en una ?unciﬁn escalonada, en la cual
la altura de cada escalén es proporcional al Gltimo impulso accionador. Suponga-
mos ahora que a la entrada de tal dispositivo llega una secuencia de impulsos
aleatorios (por ejemplo, el flujo de particulas cargadas con diferentes earga.?.
Hallar la esperanza matemitica y la funcidn correlativa de La variable de salida
del dispositivo dado, suponiendo gue los impulsos sou. xaagnitudes aleatorias
independientes. con esperanzas matemdticas iguales a cero y una misma disper-
sién. D, mientras que los momentos de accién de los impulsos forman un flujo
de' Poisson con una densidad media constante (véase el § 2.6)‘ En estas condi-
ciones se {yuede considerar que el nimero de impulsos que actian en el transcur-
so de cualguier lapso de tiempo se subordina a lu ley de Poisson. Ahora bien,
las realizaciones de la funcién aleatoria en la salida del dispositivo en cuestion
serdn funciones escalonadas con momentos independientes de paso de un escalon
8 otro y con alturas aleatorias de los escalones. La esperanza matemética de tal
funcién aleatora X () es idénticamente igusl a cero, puesto que las alturas de
los ‘escalones, proporcionales a los impulsos correspondientes, tienen esperanzas
matematicas iguales & cero.

Tomemos ahora dos instantes ¢ y ¢’ y hallemos el momento de correlacion
de las alturas de los escalones correspondientes a estos instantes de tiempo.
Aqui son posibles dos casos (fig. 4.2.7):

1) en el intervalo de tiempo (t, ¢

2.7)
. h
impulso;

a la entrada llega, por lo menos, un
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2) en el intervalo de tiempo (f, ¢') a la entrada no llega ningin impulso.

En el primer caso, las alturas de los escalones son magnitudes -aleatorias
independientes, ya que los impulsos, segin la condicién, son independientes uno
del otro (fig. 4.2.7, @), En el segund'o caso, los puntos ¢ y ¢ Se encuentran en el
mismo escalén (fig. 4.2.7, 5). Al deducir la férmula para el momento de co.
rrelacién, es necesario tener em cuenta ambos casos con las probabilidades co-
rrespondientes. Designemos por ¥ el ndmero de impulsos que llegan a la entrada
durante el intervalo de tiempo (#, t }. Cuando ¥ = 0, en virtud de lo expuesto,
ol momento de correlacién de las ordenadas de la funcién aleatoria en cuestion
es ignal a cero. Cuando ¥ = 0, tenemos gque X (') = X (i) v, por ‘consiguien-
te, el momento de correlacién de las maglaitudas X () y X () es igual a la
dispersi6n de los impulses D. La probabilidad de los acontecimientos ¥ > 0
y ¥ = 0 se puede calcular aplicando la ley de Poisson (2.6.13). Entonces ob-
tendremos 1a siguiente expresién para la funcién correlativa de la funcién aled-
toria escalonada quo se examina:

Ey(t t)=M[X () X ()=
=P(Y>OM[X ()X Y>0+P(Y=0M{X ()X {#)|Y=0]=
=P (Y>0).0+P(Y=0)D=De~RI}-1],

donde i es la densidad del flujo de impulsus, es decir, 1a cantidad media de
impulsos que actdan en la unidad do tiempo. Ahora bien, la funcién correlativa
de Ia funcién aleatoria en cuestién se determina por la i6rmula

Ko (t, t"y=De11-¥1 (4.2.31)

Vemos que también en el efemplo dado se ha obtenido una funcién corve-
lativa expopencial.

Ejemplo 4.2.7. Un condensador de capacidad C se carga por ol flujo de
particulas que tienen diferentos cargas, ¥ en los intervalos entres los momentos
de llegada 33 las particulas se descarga a través delresistor
A (fig. 4.2.8). Hallar la esperanza matemidtica y la fun- ——
cién correlativa de la corriente aleatoria que pasa por el ¢ I
resistor, si al condensador llegan, por término medio, p P
particulas on Ia unidad de tiempo y las cargas de las par-
ticulas son magnitudes aleatorias independientes con las
mismas esperanzas matemiticas g e iguales dispersiones D, Fig. 4.2.8.

Designemos por ?.& la earga aleatoria de la k-ésima
particula y por T el momento aleatorio de su legada
al condensador. En el momento T), la tensién u en el condensador cambia por
un salto en @p/¢ después de lo cual la magnitud absoluta doc esto incremento
uy, de la tension disminuye segiin la ley exponencial

t—Ty

ug=% e "€ giendo t> Ty

La corriente en el circuito, engendrada por la llegada al condensador de la
k-ésima parlicula, sera igual a u,/Rt. Por consiguients, la ml:l'iunlo total en el
circuito I (t) en cualquier instante ¢ se determinacd por la [drmula
t—Th
iid Y 4.2.32)
F)=—7 D) Qe . (4.2.32)
TSt
donde la adicién se extiende a todos los valores K correspondientes a las parti-
culas que caen en el condensador hasta el instante ¢ y 7 = RC es la asi llamada
constante de tiempo del circuito.
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Para resolver el problema planteado, primeramente examinemos s6lo la
parto de corriente en ¢l cireuito engendrada por las particulas que llegan al
<ondensador durante un intervalo grande de tiempo finito (s, t) y luego pasemos
al limite cuando s — —oo. Designemos por 7, » (£} la corriente en el circuito
ongendrada por las particulas que llegan al condensador en el transcurso del
intervalo de tiempo (s, #). El nliimerc de particulas que llegan al condensador
4lurante el intervalo de tiempo (s, t) se puede considerar subordinade a la ley
de Poisson; on este caso, la esperanza matemdtica de este niimero de particulas,
segiin los datos, es igual a p (t — ). Por lo tanto, designando por £, ¢l acon-
tecimiento consistente en que durante el intervalo de tiempo (s, ¢) a) condensa-
<or Hegan m particulas (m = 0, 1, 2, . . .) y aplicando la férmula (2.6.13), para
la probebilidad de este acontecimionto obtendremos la férmula

P (E,,,):.-[_E_(f;'ﬁi’l."f M= (n_0, 1,32, ...). (4.2.33)
In ¢l caso cuando en el intervalo de tiempo {s, t) al condensador llegan m

particulas, la corriente producida en el circuito por estas particulas se expresa
por la férmula

§ n _t-—""g
T
Te)=5 2 Qe T . (4.2.34)
h=1
Haciendo respecte al nimero de particulas que llegan al condensador en el inter-
valo de tiempo (s, ) todas las hipGtesis posibles m = 0, 1, 2, . . . ¥ aplicando

1a formula de la esperanza matemdtica complata (3.3,12%, expresemos la espe-
ranza matematica de la funcién aleatoria 7, (¢) por la férmula

MU= 3] P(Em)M (I (1)] Em]. (4.2.35)
m=0

La esperanza matemética condicional de Ia funcién aleatoria 7, (1) para la hi gé-
tesis Ep, debe calcularse hallando la media probabilistica con respecto a todos
los valores posibles ds las cargas de las particulas @y y a todos los valores posi-
bles de los momentos de llegadga de las particulas al condensador Ty, siendo fijo
<l nimore m de particulas que actian en el intervalo de tiempo (s, ¢). En virtud
de los teoremas de adicién y multiplicacién de las esperanzas matemiticas,
teniendo en consideracién la independencia de las magnitudes aleatorias Qp
¥ Ty, podemos escribir

1 m _ﬂ " ™ t=T,
M{!,(t)18m1=T2 M[Qre T ]=TZM|Q,I]M [T . (4238)
h=1 k=1

Para caleular M lexp {—(t — 74)/T}] para una particula que actiia en ¢l ins-
tante ¢t = T en el intervalo {s, 1), es necesario, de acucrdo con la regla general,
multiplicar Yos valores de la funcién exponencial, correspondiente a todos los
valores posibles T, en el intervalo (s, 1), por los elementos respectivos de pro-
babilidad e integrar. Como resultado obtendremos

M [exp {—(t—T)T}) j exp { —¢ —1)/T} f (1) dt, (4.2.37)

donde f (1) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria 7). En
virtud de la constancia de la densidad media de los momentos de accién de las
Earticulns, éstas, al ser muy grande su niimero, se reparten estadisticamente

e un modo uniforme en el intervalo (s, #). Por consiguiente, la densidad de pro-



§ 4.2. Esperanza matemdtica y funcién correlativa 174

babilidad del momento de accién de cada particula tomada por separado debe
considerarse constante en el intervalo (s, f) : f (1} = 1/{t — 5). Sustituyendo
esta expresién en (4.2.37), obiendremos

=Ty t t—1 t—s

PV I 1 j e Tatmt_(1—c 7). (4.2.38)

t—s
*

Sustituyendo esta expresién en (4.2.36) y teniendo en cuenta que la esperanza
matematica de la carga de cada particula es igual a g, hallaremos la esperanza

matemilica condicional de la funcién aleatovia 7, %:) para la hipétesis E,:
= £ A
MU Bml = 2= (1—e ")="E(1—e T). (239
R=1
Sustituyendo las expresiones (4.2.33) y (4.2.39) en (4.2.35), hallamos la
esperanza matemdalica de la funcion aleatoria 7, (¢):
t—a

ML B)= [_F‘ﬁm:li)}:‘ e—u(t—e}!_"l_-?_s(i__e_?)ﬁ

m=1

i—s Bo
= pge~H =9 (4 ___e‘_-f“) E fu (¢ —s)jm=1
me=1{

(m—1) °
Evidentemente que la suma de la serie en csta f6rmula es igual a 449, por
lo tanto
B s
ML @Hl=pg(1—e T ).
Al pasar al limitelpara §— —oco, hallamos la esperanza matemitica de la
corriente aleatoria I (f) en el circuito:
mu () = M I {8)] = pg. (4.2.40)

Para hallar la funcién correlativa de la corriente sleatoria en el gircuito,
observemos que si ¢* = ¢t

4 i PR et S it
‘ —— -7 T
f({):—r- E Qe T =T2 Que T +—T- 2 Qpe =
Th=t Tyt t<Thst
1t t'=Th
=S8 Bt
=I(e T 47 3 Qe T
t<Thst’

Aqui el primer sumando se diferencia de 7 () solamente por el multiplicador
no aleatorio y el segundo sumando es independiente de I (1), ya que contiene
solamento ms%nitudss aleatorias independientes de las magnitudes aleatorias
que entran en la expresién (4.2.32) para £ (). Por eso, cuando ' = ¢, la funcién
correlativa de la corriente 7 (#) es igual al momento de correlacién de las mag-
nitudes aleatorias I (t) y f () exp {—(t' — 1)/T} para los valores dados ¢ y ¢',
es decir,
=t

Kilt, th=D[I(h}e T . (4.2.41)
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Ahora nos gueda solamente calcular Ia dispersi6n de La corviente I {t). La dis-
persién condicional de la funcién aleatoria F, () para la hipftisis consistente
en nue cn el intervalo de tiempo (s, ?) al condensader llegan m particulas, es
igual a la suma de las dispersiones de los sumandog en la i6rmula (4.2.34) en
virtud do la independencia de los mismos. Para hallar la dispersién de un suman-
do en (4.2.34) calculemos primeramente su momento inicial de segundo orden.
Segin el teorema de multiplicacidn de las esperanzas mnlométicas
t—1, =Ty
-2 o Yt
M[@e T l=MaaiM[e T .

Luego, en virtud do la conocida correlacién entre la dispersion de la magnitud
alealoria y su momento inicial de segundo orden [I6rmmla (2.3.11)],

M{Q}l=4"+D,

¥ la esperanza matemitica de la funcidn exponencial se caleula de la misma
manera que e dedujo la férmula (4.2.38). Do aqul, valiéndonos de maevo de la
corrolacién entre la dispersi6n y el momento inicial de segundo orden y teniendn
en cuenta que la expresién para la dispersién condicional de la funcién aleatoria
I, (), dada Ta hipétesis E,, contiene m sumanidos iguales, chtendeemns

245 -z ks ] b=
D[f,(:]]gm]m%i_s).l(;_g r}_u{%‘_’wu—e T s,

Multiplicando esta expresién por la probabilidad de la hipétesis E,,. que se
determina por la férmula (4.2.33), y sumando con Tespecta a todos 1os valores
posibles do m, hallaremos la dispersion no condicional de la funcién aleato-
ria I, (M
K (g + D) ~2 ket -3
D ()= == (1— Imm == B,

Pasando en esta férmula al Himite pare s - — oo, hallamos la dispersién buscada
de la corriente aleaioria que circula en el circuito T {t):

_kg?4-D)
D{r (z)|_.~..§?,-._ . (4.2.42)
Por fin, sustituyendo csta expresivn en la férmula (4.2.41), oblendremos

e ]
Ky, ")=iq;-f.+—m e T giendo t'*>t.

Es evidente que cuando ¢’ < t, la diferencia * — ¢ en el exponente se sustituird

por ¢ — ', Como resulago, la funcién correlativa de Ia corriente aleataria en of

circuito dade [ (1) se expresard, parn todos los valores £ y ¢/, por la férmula
1E=#1

K, ) =D T giendo v < 1. (4.2,43)

De este modo, asi como en los efemplos 4.2.3 y 4.2.8, hemos oblenido de nuevo
ung funcién correlativa oxponencial. No obstante, las realizaciones posibles
de 14 funciones aleatorins examinadas en estos tres elemplos lienen un cardcter
completamente diferente. En el ejemplo 4.2.3 todas las realizacicnes posibles
ds la funcién aleatoria representan sinusoides de diferentes frecuenciss, ampli-
tudes v fases injciales. En el ejemplo 4.2.6 todas las Tealizaciones poaibles de la
funcién aleatoria son funciones escalonadas, En el ejemplo dado iodas las rea-
lizaciones posibles de la funcion aleatoria representan funciones discontiouss
cuya forma se muestra on la fig. 4.2.9, En el ejemplo 4.2.3 la rapidez de dis-
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mimei6n de la funcién correlativa al crecer la magnitud absoluta de la diferen-
cia de los argumentos, se determina por la magnitud & que caracteriza la gama
de lna valores pricticamente posibles de la frecuencia do oscilacién. Ep el ejemplo
anterior la rapidez de disminucién de la funcién correlativa se determina com-
pletamente por la frecuencia media de los impulsos w. En este ejemplo la rapidez
de disminneién da la funcién correlativa no depende en absoluto de la frecuen-
cia media de los impulsos p v se determina

solamente por la constante de tiempo del cir- ¥
cuito T. Asi pues, los resultados de estos E\
1
citn correlativa puede corresponder a dife- 1'.\

rentes funciones aleatorias, el cardeter de las
realizaciones pusibles de las cuales es abso- *
lutamente distinto. al

tres ejemplos muestran que una misma fun- ~
1
1
3

A titulo de un_ejercicio atil, proponemos
que el lector resuelva por si mismo este pro-
blema para otros circuitos eléctricos, por
ejemplo, para el caso en que el eircuito . P
a través dol cual se descarga el condensador Fig. 4.2.9.
tiene no s6lo una resistencia Ghmica R sino
también la inductancia 4. En el altimo caso la funcién correlativa de la co-
rriente que pasa por el circuito representaré el producto de la funcidn exponen-
cial amortiguada por la funci6n periédica de la magnitud absoluta de la dife-
vencia de los argumentos de la forma

Fi(t, t)=Dge~olt-v1 [cus Wy (t—1") +—£‘;— son wo | #—¢' ;J . {4.2.44)

La [uncién aleatoria oxaminada en este ejomplo representa el asi llamado
efecto de granalla, corriente de ruido engendrada en los circuilos eléctricos
por el bombardeo de clectrones y otras particulas cargadas.

Los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores muestran
que la funeion correlativa esté lejos de ser una caracteristica completa
de la funcién aleatoria. En particular, ella no determina de ningiin
modo el caricter de las realizaciones posibles de la funcién aleato-
ria. No obstante, para resolver muchos problemas pricticos, el
conocimicento de la esperanza matemdatica y la funcién correlativa
de una funcién aleatoria resulta ser suficiente.

Lin los capitulos anteriores vimos que la ley normal de distribu-
¢ién se determina completamente por los momentos de primer y
segundo orden de las magnitudes aleatorias. Por eso, conociendo
la esperanza matemdatica y la funcién correlativa de una funcidn
aleatoria normalmente repartida, se puede determinar todas sus
densidades de probabilidad de cualesquiera dérdenes. Ahora bien,
para una funcién aleatoria normalmente repartida, son la esperanza
matematica y la funcién correlativa las que determinan por com-
pleto todas las caracteristicas probabilisticas de la misma. Puesto
que para determinar la esperanza matemitica y la funcién correla-
tiva es suficiente conocer la densidad bidimensional de probabili-
dad de la funcién aleatoria, dicha densidad es una caracteristica
completa de la funcién aleatoria normalmente repartida.
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§ 4.3. Propiedades de la funcion correlativa
De la definicién (4.2.6) de 1a funcién correlativa se deriva directa-
mente que ésta es siméirica:
K. (t, )= K. (¢, 0. (4.3.1
Gréficamente esta propiedad significa (fig. 4.3.1) que en los puntos

siméiricos con respecto a la hisectriz del dngulo de coordenadas la
funcién correlativa tiene valores iguales. Esto guiere decir que la

0
iy

Fig. 4.3.1. Fig. 4.3.2.

superlicie que representa la funcién correlativa es simétrica con res-
pecto al plano perpendicular al plano ¢, ¢’ y que pasa por la bisectriz
mencionada.

La segunda propiedad de la funcidon correlativa se deriva de la
propiedad (3.9.15) del momento de correlacion; la funeién, correla-
tiva, cualesquiera que sean los valores de los argnmentos £, ', no
supera en modulo a la raiz cuadrada del producto de los valores de
la dispersién de la funcidu aleatoria, correspondientes a los valores
t y t' del argumento:

|Ka(t, )<V D () De @Y=V K, ) Kx (, 0).  (4.3.2)

Esto significa que la magnitud absoluta de la funcién correlativa
en cualquier punto 4 no puede ser mayor que la media geométrica
de sus valores en los puntos By C de Ja bisectriz del éngulo de coorde-
nadas, obtenidos como resultado de la interseccién de dicha bisectriz
con Trectas trazadas desde el punto A paralelamente a los ejes de
coordenadas (fig. 4.3.2).

Para cualquier funcién no aleatoria ¢ {z) tiene lugar la desigualdad

b b
f j Kx(t, £) @ (t) g (¢') dt 4’ 0. (4.3.3)

Las funciones de dos variables que poseen esta propiedad se llaman
definidas no negativas. Asi pues, la funcién correlativa de una funcion
aleatoria es una funcién determinada no negativa. En este caso, la
funcién A, (f, ¢") puede tener valores nepativos para ciertos valores
de los argumentos ¢, ¢, pero la integral (4.3.3) nunca serd negaliva.
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Para demostrar la desigualdad (4.3.3) sustituyamos en (4.3.3}
la expresién (4.2.6) de la funcidén correlativa. Entonces obtendremos

b b
p - 5 5 Kelt, ') (8) @ (') dedt’ =

a a

=

i b

- j MIXO@) X ()] ¢ () o () dtdt’. (4.3.4)

a

&

I

Pero la integral es el limite de una secuencia de sumas. Segin el
teorema de adicion de las esperanzas matemdticas, la esperanza mate=
mdtica de la suma siempre es igual a la suma de las esperanzas mate-
méticas, es decir, el orden, de operaciones de adicién y de la esperan-
za matematica siempre se puede cambiar. Esto es vilido para fodas
las sumas de una secuencia. Pricticamente esto siempre es vélido
también en el limite. Asi pues, se puede cambiar el orden de opera-
ciones de integracién y de esperanza matemidtica. Cumpliendo eslo
en (4.3.4), obtendremos

J=M [i v X0 () X0 () ¢ (1) ¢ () dtdr’ .

Aqui la funcién subintegral se descompone en multiplicadores cada
uno de los cuales depende de una sola variable. En este caso, la doble
integral puede ser sustituida por el producto de dos integrales.
Puesto que en lo sucesivo aplicaremos con frecucncia esta trans-
formacién de la doble integral, vamos a cumplirla detalladamente.
Sacando las funciones de la variable ¢' fuera del signo de integral
con respecto a la variable ¢, obtendremos

s [3: X0 ¢ (1) {ixww(z)d:} dr'].

Dado que los limites de integracién a, b son constantes, la integral
con respecto a la variable f representa una maguitud constante y pue-
de ser sacada fuera del signo de la integral con respecto a #'.

b b

J=M[5 X0 (£) @ (£) dt 5X°{z’)cp{:') dr]. (4.3.5)

Puesto que la integral definida no depende de la designacién de
la variable de integracién, la segunda integral en (4.3.5) representa
una magnitud que coincide con la primera integral. Por eso, susti-
tuyendo en la segunda integral la variable de integracién ¢’ por la
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variable 2, obtendremos

J=M[{§X”{t) q;(z}dt}z]. (4.3.0)

i

Ils evidente que esta magnitud no pucde ser negativa, lo que demues-
tra la validez de la desigualdad (4.3.3).

lds facil también ver que la [uncidén correlativa me cambia, si
a la Tuneidn alealoria se le afade cualguier funcién no aleatoria.
Cou otras palabras, dos [unciones aleatorias cuya diferencia no es
alealoria tienen una misma funcién correlativa. lin efecto, si Y (¢} =
= X (t) - ¢ (&), entonces m, () = m,. () -+ @ () ¥y Y° () = X° (1),
¢s decir, las funciones aleatorias centradas Y° y X° coinciden. De
agui, asi como de la definicién (4.2.6), se desprende directamente
que las funciones correlativas de las funciones aleatorias ¥ y X son
idénticamente iguales una a otra, que es lo gue se trataba de demos-
trar.

Luego, al multiplicar la funcién aleatoria X (#) por la no aleato-
ria @ (£), la funcidn correlativa se multiplica por ¢ (7) @ (¢'). En
efecto, si ¥ (£) = ¢ (1) X (t), entonces m, {f) = ¢ (£) mx (£), Y° () =
=g (X" ()y
K, (t, Yy=M[Y () Y° ()] = ¢ () @ (¢} M [X° () X° ()] =

=q ) ) K, t) (43.7)

is facil ver que las propiedades demostradas, salve la (4.3.7),
1as posee también la funcion correlativa normada de la funcién alea-
toria. Con ello, en virtud de que la funcién correlativa normada es
igual a la unidad para cualesquiera valores iguales de sus argumentos
t’ = t (es decir, en la bisectriz del angulo de coordenadas del plano
&, '), la segunda propiedad de (4.3.2} para la funcion correlativa
normada da

| R, (8 ) V<1 (4.3.8)

Esta desigualdad es también un corolario directo de la propiedad
(3.9.23) del coeficiente de correlacién.

4§ 4.4. Funcién correlativa reciproca y sus propiedades

En muchos problemas précticos se necesiia examinar conjunta-
mente varias funciones aleatorias. Para la caracteristica conjunta
completa de dos {0 de un nimero mayor) funciones aleatorias, es
necesario asignar también, ademds de las densidades de probabili-
dad de cada una de ellas, todas las densidades de probabilidad con-
juntas de sus valores siendo elegidos arbitrariamente los valores de
los argumentos. La mas simple de las densidades de probabilidad
conjuntas de dos funciones aleatorias X (¢) ¥ Y (¢} es la densidad
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bf.dimensional conjunta de probabilidad fy (®, y; ¢, t') de sus valores

X))y ¥ {t} .~,lend0 arbitrariamente escogidos los valores de los
argumentos £, ¢'. Esta densidad de probabilidad depende de ¢ y &'
como de los parametros.

Para caracterizar la relacién de dos funciones aleatorias X (t)
y Y (t), se usa generalmente la funcicn correlative reciproca de las
mismas, la cual se determina como el momento de correlacién de
los valores de estas dos funciones aleatorias, correspondientes a
los valores elegidos arbitrariamente de los argumentos ¢ y ¢’

Koy (t, ') = M [X° (&) Y° (D). (4.4. )

La funcién correlativa reciproca es funcién correlativa de [as varia-
hles t y t'.

Si es conocida la densidad bidimensional conjunta de probaln-

lidad fy (z, y; ¢, t'} de las funciones aleatorias X (f) y Y (2), su
funcién correlativa reciproca se puede calcular por la férmula

Koy (1, 1) = j j [z —max ()] [y —my ()] fus (2, y; £, ¢) dzdy.

- (4.4.2)

Sin embargo, en muchos problemas pricticos resulta posibie cal-
cular la funcién correlativa reciproca por procedimientos mds sim-
ples sin recurrir al célculo de la doble integral (4.4.2).

Si la funcion correlativa reciproca de las funcionecs aleatorias
X {f) ¥y Y (¢) no es idénticamente igual a cero, entonces las funcio-
nes X () v Y (¢) se llaman correlacionadas. Al contrario, si la fun-
cién correlativa reciproca de dos funciones aleatorias es idéntica-
mente igual a cero, estas tltimas se denominan no correlacionadas.

Semejantemente a como s¢ dedujeron las propiedades de la [un-
ciéon correlativa, se demuestran las siguientes propiedades de la
funcién correlativa reciproca.

Al permutar simultineamente los argumentos e indices, la
funcion  correlativa reciproca no cambia:

ny (fﬂ f’) = Ky.t “’! t) (44.3)

Aqui se trata de dos funciones correlativas reciprocas y la igualdad
significa que, al permutar los argumentos, una funcién correlativa
reciproca pasa a otra funcién correlativa teeiproca de las mismas
funciones aleatorias tomadas en el orden inverso. Demos la inter-
pretacién geométrica de esta propiedad. Para ello construyamos
dos superficies enTel sistemma de coordenadas cartesianas &, v, &

£ = Ky (& M), £ = Ky (§ ). (4.4.4)

Estas superficies representan las funciomes correlativas reciprocas
de las funciones aleatorias X (£} y ¥ (2') tomadas cn diferentes érde-
120938
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nes. Tomemos dos puntos (¢, ¢') y (¢', t) simétricos con respecto a la
bisectriz del angulo de coordenadas. Cada una de las superficies
(4.4.4) es, en el caso general, no simétrica con relacién a la bisectriz
del 4pgulo de coordenadas. No ohstante, la igualdad (4.4.3) muestra
que estas superficies representan una reflexién especular reciproca
con respecto al plano que pasa por la hisectriz del angulo de coorde-
nadas E()n y el eje OL. Asi pues, las Z-coordenadas de la primera
superficie en el punto (¢, £') vy de la segunda en el punto (¥, ) son
iguales.

La segunda propiedad de la funcidn correlativa reciproca se
deduce de la desigualdad (3.9.15), vilida para cualguier momento
de correlacién. De esta desigualdad se deduce que la magnitud abso-
luta de la funcidén correlativa reciproca de dos funciones aleatorias
no puede ser mayor que la media geométrica de las dispersiones de
estas ultimas:

| Key (8, )<V DD, ) =VE:(t, O Ky (', 1) (4.4.5)

En el parrafo apterior fue demostrado que al aiadir a la funcién
alcatoria cunalquier funcién no aleatoria, la funcidn aleatoria cen-
trada no cambia. De agui y de la definicién (4.4.1) se deduce que
1a funcién correlativa reciproca de dos funciones aleatorias no cambia
al adicionar a estas Gltimas funciones no aleatorias arbitrarias,

A veces, en vez de la funcién correlativa reciproca, para caracte-
rizar la relacién entre dos funciones aleatorias se usa la funcién
correlativa reciproca normada que se determina como el coeficiente
de correlacién de los valores de estas dos funciones aleatorias, eorres-
pondientes a los valores elegidos arbitrariamente de sus argumentos:

Kay(t, t") Koy {fs £7)
Ry, 1) = = 4.4.0)
wlh )= o VELE H @) Gl
Es evidente gue la funcién correlativa reciproca normada posee
todas las propiedades demostradas de las funciones correlativas
reciprocas, salvo la desigualdad (4.4.5) que, en virtud de (3.9.23),

se sustituye por la desigualdad

|Rey (2, ) | < 10 (4.4.7)
Para la exposicién sucesiva necesitamos introducir todavia™el
momento inicial de segundo orden de dos funciones aleatorias

X (Y v Y (9), el cual se determina como el momento inicial mixto
de segundo orden de sus valores, siendo elegidos arbitrariamente los

valores de los argumentos ¢  £':
Top (4 ) =M X (Y ()] (4.4.8)

En virtud de Ia fé6rmula (3.9.13), el momento inicial reciproco de
segundo orden se expresaYpor las esperanzas mateméiticas de las
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funciones aleatorias X (2) y Y (¢') y la funcién correlativa reciproca
de las mismas:

Tpy (8, ) = my (&) my (') + Kay (2, 1) (4.4.9)

Hemos determinado la funcién correlativa reciproca y el momento
inicial reciproco de segundo orden para las funciones aleatorias
reales. En virtud de la definicién (3.7.6) del momento de correlacién
de las magnitudes aleatorias complejas, la funcién correlativa reci:
proca de dos funciones aleatorias complejas X (¢) y Y (#) se deter-
mina por la formula "

Koy (t, t'Yy=M[X° () YO ()] (4.4.10)
Por una férmula anéloga se determina también el momento inicial
reciproco de las funciones aleatorias complejas X (¢) v ¥ (8).

Ejemplo 4.4.1. Hallar la funcién correlativa reciproca de las funciones
aleatorias

X ()=3 Usiv(t), Y= Usgy(t), (4.4.11)
R} v=1

donde Uy, . . ., U, son magnitudes aleatorias v fi, . . ., . 210 + « s @, 50N clor-
tas funciones completamente determinadas, en el caso general, complejas.

Las funciones aleatorias X (¢) y ¥ (¢) son funciones lineales de unas mismas
magnitudes aleatorias Uy, ..., U,. Por consiguiente, aplicando la férmula
(3.9.6) para el momento de corr lacién de dos funciones lineales de las magni-
tudes aleatorias, obtendremos

n
Kaylty €)= 31 Fuulv (028u {6, (4.4.12)
v, u=l1

donde k., es el momento de correlacién de las magnitudes aleatorias
Uy Uy (v, p=1, ..., 0] kyy = Dyl

Si, en el caso particular, las magnitudes Uy, . .., U, no estin correlacio-
nadas, entonces

n
Koy (¢, )= Z Ly fu(d) guit’). (4.4.13)
—t
Ejemplo 4.4.2, Hallar 1a funcién correlativa reciproca de las funciones

aleatorias
XW=ot U, .., Uy), YO =9 Uy ..o U (44.14
considerando conocida la densidad de probahilidad de las magnitudes aleato-
ria8 Uyy + 0 -y Up.
Conforme a Ta definicién general de la esperanza matemética de una fun-
ci6n arhbitraria de las magnitudes aleatorias podemos escribir

o0 o0
Puylt, 1)= j pen 5 Pltyuyy ooy un) P, by, i) X
% —oo

XUy, vueq 8n)duy o0. dug. (4.4.15)
Luego, por la férmula (4.4.9), se puede calcular Ky (t, ¢').
12+
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§ 4.5. Adicién de funciones aleatorias

Examinemos la funcién aleatoria Z () que representa la suma

de las funciones aleatorias X () y ¥ (2):
Z@y =X {4+ Y (@ (4.5.1)

Supongamos que son conocidas las esperanzas matemiticas m. (f),
m, (#), las funciones correlativas K. (¢, '), Ky (¢, t') de las magni-
tudes aleatorias X (¢), ¥ (f) y su funcién correlativa reciproca
K., (i, t). El problema consiste en hallar la esperanza matemdtica
y la funcién correlativa de la funcién aleatoria Z (Z).

La esperanza matemética de la funcién aleatoria Z (¢) se deter-
mina directamente por el teorema de adicién de las esperanzas
matematicas. Como resultado obiendremos

m, (1) = my {t) + my (£). (4.9.2)
Sustrayendo esta [6rmula de (4.5.1), obtenemos la relacién entre
las funciones aleatorias centradas
Z° () = X° (8) + Y° (o). (4.5.3)
Aplicando esta férmula, hallames que
r2HzE)y=X"OX @)+ Y QY {)+
+ XY () + YD) X° (). (4.5.4)
De aqui, teniendo ¢n consideracién las definiciones (4.2.6) y (4.4.1)
de las funciones correlativa y correlativa reciproca, obtendremos
1a siguiente férmula para la funcién correlativa de la funcién alea-
toria Z:
K. (t, t') = K, (&, ') -+ Ky (¢, 1) <4 K.y (t, t') + K, (t, !').
(4.5.5)
En-virtud de la propiedad (4.4.3) de las funciones correlativas reci-
procas; la-férmula (4.5.5) se puede escribir en la forma
K, (2 )= Ko (2, )+ Ky (8, &) + Ky (1, €)+
) + K. (¢, ). (4.5.6)
En el caso particular, cuando las funciones aleatorias X yY no
estan correlacionadas, K., (¢, t') = Kyx (¢, ¢') =0 y la férmula
(4.5.6) toma la forma
K, (t, ') = K. (& ') + K, (2, £). 4.5.7)
Ahora bien, la funcién correlativa de la suma de las funciones alea-

torias no-correlacionadas es igual a la suma de las funciones correla-
tivas de los sumandos. ' :
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Las férmulas obtenidas se hacen ficilmente extensivas a cual-
quier nimero de sumandos. La esperanza matemitica de la suma
de las funciones aleatorias

Z@)= 3 Xy(t), (4.5.8)

v=1
es igual a la suma de las esperanzas matematicas de los sumandos:
M. (t)= My, (&) (4.5.9)

=1

La funcién correlativa de la suma es igual a la suma de las fun-
ciones correlativas y de todas las funciones correlativas reciprocas
de los sumandos:

Eileays= 2 K B (4.5.10)
vim=l Y B

donde K=,x, (t, t') es la funcién correlativa reciproca de las funcio-
nes aleatorias X, (#} y X, (2) [que coincide para p = v con la correla-
tiva K=, (¢, #') de la funcién aleatoria X, (#)].

En el caso particular en que las funciones aleatorias X (1), . . .
..., X, (1) no estan correlacionadas, todas sus funciones correla-
tivas reciprocas son iguales a cero y la férmula (4.5.10) toma una
forma mas simple

K.t 8= 2 Re (1. 1) (4.5.11)
v=1

§ 4.6. Derivacién de una funcién aleatoria

Examinemos la funcién aleatoria X (i), todaz las realizaciones
posibles de la cual son funciones diferenciables. Entonces la derivada
de la funcién aleatoria X (¢)

rio=x (=21 {4.6.1)
representard la funcién aleatoria cuyas realizaciones posibles son
las derivadas de las correspondientes realizaciones de la funcién
aleatoria X (). Hallemos la esperanza matemdtica y la funcién
correlativa de la derivada ¥, (¢) suponiendo conocidas la esperanza
matemitica y la funcién correlativa de la funcién aleatoria X (f).

Como para cualquier ¢ fijo la magnitud aleatoria

X{-FAN—X (1)
Yal)=—"-F7—""

representa la combinacién lineal de las magnitudes aleatorias
X (t + At) y X (t), entonces, aplicando la férmula (3.8.9), obten-
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dremos

my_,_\ (3) . mx(t—}-ﬂ;)‘——-mx () .

De aqui, al pasar al limite para A¢ — oo, suponiendo, desde luego,
gque este limite existe, oblendremos

iy, (1) = mg (t). (4.6.2)

Ast pues, la esperanza matemdtlica de la derivada de una funcién
aleatoria es igual a la derivada de su esperanza malematica. Con
otras palabras, las operaciones de derivacién y de esperanza mate-
matica se puede cambiar de lugares.

Pasamos shora a la determinacion de la funcién correlativa de
la derivada Y, (£) de la funcién aleatoria X (t). Conforme a la deter-
minacién (4.2.6) tenemos que

= ' dX0 (1) dXo(¢
Ky ¢y =m [ 0]

g2 ' 2 Ve 7
=M |55 (X (1) X°t );] =1 M X (1) X ().
o bien
PEL A :
Ky 0, )= =555 (4.6.9)

Ahora bien, la funcién correlativa de la derivada de la funcién
aleatoria es igual a la segunda derivada mixta de su funcién corre-
lativa.

De un modo semejante hallamos la funcién correlativa reci-
proca de la funcién aleatoria X (t) y de su derivada Y (#). De acuerdo
con la_definicion (4.4.1) tenemos que

Koylt, ')=M [X” (z).&;‘fﬂ] -

=M [ (X0 () X () | =2 M IX® (1) X° (1))
o bien

Kay (¢, ¢) =Bl ), (4.6.4)

Asi pues, la funcién correlativa reciproca de la funcién aleatoria
X (t) vy de su derivada es igual a la derivada parcial de la funcién
correlativa de la funcién aleatoria X (¢) con respecto al segundo argu-
mento.

En virtud de (4.6.4), la férmula (4.6.3) se puede también escri-
bir en la forma
Ky, (1 1)

Ky (2, ¢)=—"0

(4.6.5)
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De un modo completamente andlogo se puede hallar la esperanza
matemAtica y la funcién correlativa de la derivada de cualquier
orden p de la funcién aleatoria X (£):

Yp () = X® ().
Como resultado obtendremos las férmulas siguientes para la espe-

ranza matemética y la funcién correlativa de la derivada de orden
p de la funcién aleatoria X (f):

my,, (8) =m (1), (4.6.6)
o BWK (8, ¢ -
TR e LA (4.6.7)

De un modo semejante se deduce la férmula para la funcién correla-
tiva reciproca de las derivadas de los érdenes p y ¢ de la funcién
aleatoria X (i):

’ aoeaK ., (t, t')
Ky (0 1) = =g (4.6.8)

Ejemplo 4.6.1. Hallar ta esperanza matematica y la funcién correlativa
de la derivada de la funcidn aleatoria X (t), si

my (1) =a--bt4-ci2,
Ko, ty=De"® =¥l [cos Wy (r—-t’]-{--::—usen wplt—1' 11 . (56
Por la f6rmula (4.6.2) hallamos la esporanza matemdlica de la derivada
Yot = X' (&
My (ty=my{t)="b2et. (4.6.10)
Para hallar la funcién correlativa de ia derivada, determinarnos primeramente
Ia funcién correlativa reciproca de la funeién aleatoria X {#) ¥ su devivada,
Aplicando la férmufa (4.6.4), obtendremos:
1) st =1
i @ —& (t'~1) ' @ . -
nyl (‘-”—-Da—‘r{ﬁ [GDSQU(I —I)—E—WSEH wy (t—t )]}_.

2 .
P 9_‘_3‘_‘“3 e~ =D gon @ (¢ — 1)
]
2 sit <t
Koy (8 =D 2 { ==t [cos 0y (t— 1) 4 ——son wg (t—#) | | =
Hy at Wy
ol e t0f -t ,
=0——-=: sen @y (E—1t').
@ ©g
De este mode, para cualesguiera ¢ ¥ ¢*

Koy, (b ¥)=D %eﬂf‘—"i son o (t— 1), (4.6.11)

Ahora se puede determinar por la férmula (4.6.5) la funcién correlativa de la
derivada Y, () = X' {{); como resultado obtendremos
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1) si =1
Ky, (6, ¥) =D (o2 + wf) e~ %= [l:os wo (f—t’)—{——t%- senmu(f—-t’)] ;
Nsit>e

K, (, U)=D{a* i vf) g~ i) [cos wy (:---t’)—“mi sen ay (t-_z')] 2
o

il‘ndus estay férmulas se pueden reducir a una sola formula vélida pura todos
05ty 1

K”.l (¢, ) =D (z® 4 wj} e~ =¥l [(;Qs @y (t—1') _-gu_ senwg|t—t’ [] . (4.642)

Ejemplo 4.6.2. Hallar la esperanza matematica y la [uncién correlutiva
de ln derivada de lu funcién aleatoria X (#), si

my (t} =0, Ky (t, &) = De~ 1=V (4.6.13)

En virtud de la formula (4.6.2) la esperanza matematica de la derivada de la
funcién aleatoria que se examina es idénticamente igual a cero. La Iérmu-
la {(4.6.4) da

sit<z?’

e & _ e
K"b‘;[ (I")zbwe @'t __ — Dge (i 1;‘
sit <t (4.6.14)

. 7 - —t il i
Kx[.'l”‘ t ]=D-§Er‘_e G{t=1")__ poa—ol-t)
Ast pues, la funcién correlativa reciproca de la funcién aleatoria X (i) y de
su derivada licne en este caso discontinuidad de primer género para +—1i’ con
un salto igual a 20« (fig. 4.6.1). Es facil comprender que restando de esta
funcidn la funcidn escalonada unitaria 1 (¢—#') multiplicada por 2D, obten-
dremos una funcién continua gque designaremas
Ky, (520 por [ ({¢, t'). Ahora bien, la funcidn correlativa
reciproca de la funcifin aleatoria X (f) y de su
derivada puede ser presentada en este caso por
la férmula

Ky (6 8) = ({1, t') 42Dl (t—1), (4.6.15)

donde f (t, ¢') es una funcién continua que se de-
termina por la férmula

2 — Dege—%t"=1 gj 2
e t')={ D a:e' sit<t
Doe~ ™ =19 sie>t,

(4.6.16)

Fig. 4.6.1,

Al derivar la férmula (4.6.15) con respecto a ¢, teniendo en cuenta (4.6.16)
y tomande en consideracidn gue la derivada de la funcién escalonada unitaria
es. funcidn delta, obtondremos en virtud de (4.6.5)

- =a"(‘i‘) [T L g~ jt=1] ; o T
Kﬁ (1, ") —T—+2Dul (t—1t')= — Dae 42Dl (t—t'). (4.6.17)
Vemos que la funcién. correlativa de la derivada de la funcidn aleatoria

X (#) conticne en este caso un sumando proporcional a la funcién delta § (¢ — ).
Por consiguiente, la dispersién de la derivada en el caso dado es infinita:

Dy, () = Ky, (. &) = —Da* + 2Dab (0) = oo,
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Esto es ficil comprender ya que Ja funeién correlativa de la funcién aleatoria
X (f) no tiene en este ¢caso la segunda derivada mixta, en sentido comim, para
' = ¢y, por lo touto, la funcidn X (/) no es diferenciable en el gentido corrien-
te. Por veo en la expresién de la funcién correlativa de la derivada ha entrado
precisamente la funcién delta.

§ 4.7. Integracién de una funcién aleatoria

Examinemos la funeién aleatoria de la variable s:
b
Y (s) = 5 gls, )X () dt, (4.7.1)
T
donde g (s, #) es la Iuncién (no aleatoria) asignada. Supongamos
que son conocidas m, (#) y K, (¢, ¢') y hallemos la esperanza mate-
mitica m, (s) y la funcitn correlativa K, (s, s') de la funcién alea-
toria Y (s), asi como su funcién correlativa reciproca con X (f).
Dado que, segiin lo demostrado en el § 4.3, lus operaciones de
esperanza matematica e integracién se pueden permutar, entonces
v . "
iy @=m[{ge0X@d]= fecnmxoa,
u i
o bien

b
m, (s) = 5 g (s, 1) my (2)dt. (4.7.2)

Esta férmula es la generalizacién de la formula (3.8.9) para la espe-
ranza matemitica de la foneién lineal de magnitudes aleatorias
corrientes.
Luego, susirayendo (4.7.2.) de (4.7.1), obtendremos
b
YO {5} = j gy, HNO() di.
a

Segin Ja definicion de la funcién correlativa (4.2.6) tenemos
K, (s, $)=M Y () Y () =

g (s, 1) X0 ()] =

—

b
=."rf[jg(:f, 1) X0 (2) dt

—M [3:

gls, (s’ XWX (') dt d{‘] =

ey i

t
b

]
= S 5 2(s. O g (s £) MXO() XO() dt

T
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o bien

b b
By lr, 8)e= 5 jg (g (8 YK (8, ) dedt’.  (47.3)

De un modo andlogo se puede oblener la siguiente formula para
la funcién correlativa reciproca K., (¢, s) de la funcién aleatoria
X (&) y la integral (4.7.1) de clla:

1
Kyl ) = j g YKo, ) de'. (4.7.4)

En la prictica es suficiente a veces hallar la dispersién de la
integral de la funcidn aleatoria. Como la dispersién de la funcion
aleatoria e¢s igual al valor de su funcién correlativa, para iguales
valores de los argumentos, suponiendo que en (4.7.3) 8 = s, obten-
dremos

b
Dy(sy=K, (s, s)= E gis.t)g(s, ") K (e, tydedt'. (4.7.5)

B

De esta férmula se ve que, para ealeulur la dispersion de Ia integral
de la funcién aleatoria, es necesario conocer la funcién correlativa
de la funcién subintegral.

Vemos que resulta ser suficiente el conocimiento de la esperanza
matemdtica y de la funcién correlativa para realizar sobre las fun-
ciones aleatorias las operaciones clementales del andlisis: la deriva-
<ion e integracidn de las funciones aleatorias, asi como las operacio-
nes lineales del Algebra.

Ejemple 4.7.1. Haliar la esperanzn matemditica y la funcién correlativa

de la integral de la funcién aloatoria

Y ()= § X@a, @18

my (t)=a- b, ] @

Ex (i, #)y=De~%H-1

En este caso la funcibn ¢ (s, 1) es igual a la unidad en el intervalo (0, s} y
a cero en el intervalo (5, oo0). La férmule {4.7.2) da

my (§)=as+25-. (4.7.8)
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La f6rmula (4.7.3) para la funcién correlativa cuando s < s ofrece

a 8 "Ls
Ky (s s‘)=5 SK:U. £)dt dz’=.9§ 5 =% U= gt gy ==
oo

i L

L]
=DS d;[g e~ xlt=thay 4 j =% ““"dx']:.
0 0 t

]
- —a (g’ =1) __
—D i [1 et g 1] dbe=

o o

o “&I:* [2os— 14 e~ 4 gm0 — =R =0,

Para hallar Ia expresién de la Tuncidn correlativa cuando s = &', ey suficiente,
en virtud de la propiedad de la simetria de la funci6n correlativa, permutar 1os
argumentos s y ' Como resultado, para todos los s y s, la funcién correlativa

de ln integral de la funcién aleatoria X (f) se expresard por la férmula
Ky (s 8‘)‘“%[2&11!15 (6 ) =14 e~ 4= _gmel=l) (47.9)

donde min (s, ') es el menor de los nimeros 5, s’ La dispersién de la integral
de la funcién aleatoria X (f) se determina por la férmula obtenida cuande
=g

By (s)=.2£,(as—1+e-“=:. (4.7.10)

Ejemplo 4.7.2. Hallar la esperanza malemélica y la desviacion cuadritica
media de la deriva del giroscopio ® {#) bajo la influencia del momento aleatorio
M (t) durante el tiempo ¢ si la esporanza matemética de este momento cs cons-
tanie e igual a m, mientras que

Km (t, t)=De~%1¥l [ 4ot —1"]1. (4.7.11)

Haciendo la suposicién, corriente en la teoria aproximada de los girosco-
pios, de que la direccién del vector del mamento cinético del qraswpio coincide
con la del eje de su rotor y recordando que, en virtud de una ley conocida de la
Mecanica, la velocidad deiY oxtremo del vector del momento ciuético es igual al
momento de las fuerzas gue actfian sobre el giroscopio, podemos escribir

1
e (:):-}T § M (x) dx, (4.7.12)

donde H es el momento cinético del giroscapio. Comparando esta férmula con
{4.7.1), vemos que la funcién g (¢, ) en este caso os igual a 1/H cuando 0 < v <<
< ¢y a cero cuando T > ¢ En virtud de las férmulas (4.7.2) y (4.7.5), la espe-
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ranza matemitica y la dispersidn del dngulo de deviva del giroscopin @ (£) son:

3
mMI):% 5 md::%’, (4.7.13)
U

=S

It t
=gz | | Kneyarv= g5 | oo ta s pacar=
(LI} U a
1 T

=TfL bf & {j e~V |1 4 gy (v v)] dv -
(1]

i
+ 5 e g (v — )] d'c’} B
T

=% j [te™ % 4 (1) e~ " -V dr= g’%(i-—e'“"—aw'“t). (4.7.14)

0
Fstas férmulas muestran que la deriva sistemdtica del giroscopio bajo la sc-
cién de la componente constante del momente crece proporcionalmente al tiem-

la desvioeién cuadritica media del dngulo do deriva del giroscapio, bajo
el efecto de la componente aleatoria del momento, tiende a la magnitud constan-
te 20/H*x?. Cuando m = 10~ Nem, D = 2107442 m®, H =2 Nem, o=
= 0,5 s~', la deriva sistematica del giroscopio constituird, on virtud de la
formula (4.7.13), aproximadamente 52 durante 5 min y el valor limite de la
desviacién cuadritica media de la deriva del 'giroscopio. en virtud de la fér-
mula {4.7.14), es aproximadamente igual a 1°9".

§.4 8. Secuencias aleatorias. Procesos aleatorios
markovianos

Los valores de la funcién aleatoria en la serie discreta de los
puntos fijos ¢y, 5, ..., £, forman una secuencia aleatoria X, =
=X () (r=1, 2,...). Es evidente que el término arbitraric
de la secuencia aleatoria X, se puede considerar como funeién alea-
toria de su nimero, es decir, del argumento r representado por un
nimero entero y, de este modo, no examinar el argumento £.

Si el nimero de valores del argumento #. es finito, los valores
correspondientes de la funcién aleatoria forman una secuencia alea-
toria finita. Los términos de la secuencia aleatoria finita se pueden
considerar como componentes de un vector aleatorio. Por consiguien-
te, para las secuencias aleatorias finitas es vilida por completo la
teoria de vectores aleatorios expuesta en el capitulo anterior. Si el
nlmero de valores del argumento . es iufinito, los valores corres-
pondientes de la funcién aleatoria forman una secuencia aleatoria
infinita. La secuencia de valores del argumento {f.} puede irse a la
infinidad por el eje ¢ a un lado eualquiera (positivo o negativo)
o a ambos lados. En el Gltimo caso con los valores ¢, del argumento
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t se confrontan todos los nlimeros enteros desde —oo hasta -}-oo.
En lo sucesivo examinaremos siempre, para qgue el examen tenga
un cardacter general, las secuencias aleatorias infinitas a ambos lados.

A veces en los problemas aplicativos la secuencia aleatoria se
llama funcién aleatoria enrejada y el argumente, representado por
numeros enteros, de tal funcién aleatoria se toma entre corchetes
para diferenciarlo del argumento continuamente variable: X, =

=Xl (r =0, £2 ...

La caracteristica probabilistica completa de una secuencia alea—
toria es la secuencia de leyes de distribucién de sus térmmos toma-
dos uno a uno, dos a dos, tres a tres, ete.

La secuencia aleatoria se considera normalmente repartida, si
sus leyes de distribucién de todos los drdenes son normales.

Limitidndose a los momentos de primer y segundo orden, se
puede caracterizar la secuencia aleatoria por su esperanza matemé-
tica y su funcién correlativa.

La esperanza matemdtica de una secuencia aleatoria es, evidente-
mente, una secuencia de nmameros que representan las esperanzas
matematicas de los términos correspondientes de la secuencia alea-
{oria:

my=M|X;]=M|X[&)] (r=0,=1, +2, ...). (4.81)

La funcién correlativa de una secuencia aleatoria representa el
momento de correlacién de dos términos de esta secuencia elegidos
arbitrarinmente, considerade como funcién de los nimeros de los
términos mencionados:

=M XX =M X)X (r. s=0, +1, +£2, ...).
(4.8.2

Ejemplo 4.8.1. Los valores de la funcién aleatoria X (#) con esperanza
mpteniitica y funcién correlativa

mp=a--br, Kg(i, t')=De= %=1l (4.5,3)
Fam los valores equidistantes del argnmento £ = rA (r =0, =1, +2, ...)
orman la secuencia aleatoria X, con la esperanza matemitica

m‘,‘_’-:a—l—bra (r=0, =1, £2, ...) {4.8.4)
v la fuucién correlativa
R, =Dg"", g=e™ (48.5)

El tipo mas simple de secuencia aleatoria es la de magnitudes
aleatorias independientes. Para tal secuencia aleatoria la funcidn
correlativa es igunal a la dispersién del término correspondiente de
la secuencia, siendo iguales los valores de los argumentos (r = s),

- es igual a cero si los argumentos tienen diferentes valores (r == ).

En cuanto a la sunplimdad, el siguiente tipo de secuencias

aleatorias serin tales secuencias en las que la dependencia entre
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los términos parece extenderse solo a un nimero pequefio de térmi-
nos vecinos. Tales secuencias aleatorias se llaman cadenas marko-
vianas. Ahora vamos a dar una definicién exacta de las cadenas
markovianas.

La secuencia aleatoria {X,} se denomina cadena markoviara
simple, «i la ley condicional de distribucién de cada término de la
secuencia X, con respecto a los términos anteriores X, , ...
« - Xpa para cualquiera n > 1, depende solamente del valor
que toma el término precedente de la secuencia X,_,. Asi pues, la
secuencia aleatoria es una cadena markoviana simple, si la densidad
condicional de probabilidad de cada uno de sus términos X, con
respecto a los términos anteriores X, .y, .. ., X,_,, para cualquiera
n > 1, es idénticamente igual a la densidad condicional de proba-
bilidad X, con respecto a X, 4

fr {xr lxr-ln R 'zr—ﬂ) = fr (.‘E,— izr-l} (R =2, 31 .. ')'
(4.8.6)
La secuencia aleatoria {X,}se llama cadena markoviana compuesta
de orden I, si la ley condicional de distribucién de cada término de la

secuencia X, con respecto a los términos precedentes X, i ...
v +., Xs_n, para cualquiera n > I, depende solamente de los valo-

res que toman ! de los términos precedentes X, , ..., X, _; es
decir,
folor | Zrogy v ooy Tty Broteny - 0 0 Zpon) =

= fr (Zr | Tragy « 00 Trd) p=1+1, L2y .-

Ejemplo 4.8.2. Examinemos la secuencia de experimentios independientes
en condiciones iguales. Sea X, el nimero de veces que se produce cierto acon-
tecimiento 4 al realizar la ~-ésima prueba y p, 1a probabilidad de que se produzea
ol ‘acontecimiento A en cada prueba. Es evidente que la sccuencia X, Xz, . . .,
veey Xpy . .- 08 la secuencie de magnitudes aleatorias independientes con la
esperanza matemitica constante m¥ = p y la funcién corvelativa k§ = pg,
k% =0 cuando s == r (véase el eiamplo 3.9.1).

‘Ejemplo 4.8.3. La secuencia aleatoria normalmente repartida {X,} con la
funcién correlativa k%, = Dq!™=*! representa una cadena markoviana simple.
Observemos, para la demostracién, que la magnitud aleatoria V, = X, — gX, 4
no depends de las magnitudes aleatorias X._;, X;_z, . .. En efecto, para eual-
quiera s <= r

M VXS] == M IMIXS|— oM [XP-1XE]= D" *—gD¢" "1 7*=0 (4.8.8)
es decir, V, y X, no cstan correlacionadas para cualquiera s << r. Pero como
la distribucién conjunta de las magnitudes 1., X PR X, es normal, enton-

ces, de lo demostrado en el § 3.11, se deduce que la mngnitucr V; no depende del
conjunto de magnitudes X_,l. - X‘h para cualesquiera sy, . . ., 55 << r. Por
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consiguiente, la densidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria
V. con respecto a las magnitudes X,.i, . . ., X,_p, para cualquier n, coincide
con su densidad incondicional de probabilidad:
200 | Zpty -+ s Xpm) = g () (4.8.9)
Para hallar la densidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria
X, con respecto a X., ..., X, ,, observemos que, al ser fijo el valor z._,
de Ia magnitud X,_,, la magnitud aleatoria X, representa la funcidn lineal do-
la magnitud aleatoria 7.
X, =V, + gara- ' (4.8.10)

Por lo tanto, para hallar la densidad condicional de probabilidad buscada de la
maguitud X, se puede aplicar la formula (3.3.12} deducida en el ejemplo 3.3.1.
Entonces, teniendn en cuenta que en el caso dado y =z, z=v,, a=1, b =
= gr,.y, obtendremos
Flap Lapans « o o0 %op) = £ (2 — q2ri). (4.8.11)

De aqui resulta directamenie que la densidad comdicional de probabilidad de
la magnitud X, con respecto a X,y ..., X,., depende solamente del valor
7,4 do la magnitud X,._, ¥ no depende de los valores de las magnitudes X, 5, . ..
.+ ey Xp_p cuslguiera que sea n. Esto es lo que demuestra que la secuencia alea-
toria considerada represenia una cadena markoviana simple,

Le dejomos ul lector gue por si mismo termine el ejemplo ¥ obtenga la ex-
presién definitiva de la densidad condicional de probabilidad normal de la
magnitud aleatoria X, con tespecto a X .

La cadena markoviana simple se llama frecuentemente proceso
aleatorio markovianoe con tiempe discreto. 1'al proceso aleatorio se
caracteriza completamente por la densidad bidimensional de pro-
babilidad, es decir, por la densidad conjunta de probabilidad de dos
cnalesquiera de sus términos. En efecto, conociendo la densidad
bidimensional de probabilidad de umn proceso aleatorio, se puede
hallar, por la férmula (4.1.1), su densidad unidimensional de pro-
babilidad y la densidad condicional de probabilidad f (z,|z._;) de
cualquier término de la secuencia con respecto al precedente, lJama-
da densidad de probabilidad del paso del proceso aleatorio markoviano:

afre_y, ¥r r=ty Tr a4
e o =l ftnned (4.8.12)
5 falzrot, @) dzr

Luego, la densidad conjunia de probabilidad de cualquier nimero-
de términos de la secuencia se delermina por Ia formula

Fratt @rens « oo Trets Z2) = fo (@ren) [ @ronts | 2pon) - -
cen flze | 2y). (4.8.43)
La nocion de proceso aleatorio markoviano se puede extender
también a las funciones aleatorias de un argumento escalar conti-

nuamente variable. Precisamente la funcidén aleatoria de argumento
escalar X (f) es la que se denomina proceso aleatorio markovianc
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siempre que sus valores, cualesquiera que sean los valores
t, << b, << ...<<t, del argumento ¢, formen una cadena markovia-
na simple.

Ejemplo 4.8.4, La [uncin aleatoria normaimente vepartida con la fupcion
correlativa K, (¢, ') = De” 21} representa un proceso aleatorio marko-
viano. Hemos domoestrado anteriormente, en el ejemplo 4.8.3, que los valores
de csta funcidén aleatoria, para cualesq[ulara valores equidistantes del argumentn,
forman una cadena markovianu simple. De un modo absolutamente analogo se
demuestra que, cualesquiera que sean los valores, arbitrariamente elegidos, del
argumento f; << fs <7 ... << t,, los valores correspondientes de la funcién
aleatoria X (4), ..., X {¢,) forman una cadena markoviana siraple.



CAPITULO 5

Funciones aleatorias estacionarias

§ 5.1. Definicién y propiedades principales
de las funciones aleatorias estacionarias

Generalmente se llaman estacionarios a tales procesos y objetos
cuyas caracteristicas determinadas no dependen del tiempo de obser-
vacién, es decir, no cambian al decalar arbitrariamente el tiempo
(son invariantes con respecto a cualesquiera decalajes del tiempo).
De acuerdo con lo dicho, se denmomina estacioraria a una funcién
aleatoria X (¢) si las determinadas caracteristicas probabilisticas
de la funcién aleatoria X (£ -+ A), cualquiera que sea A, coinciden
idénticamente con las caracteristicas correspondientes de la X (¢).

Es evidente que la esperanza matemditica y la dispersion de la
funcién aleatoria estacionaria son constantes y su funcion correla-
tiva depende solamente de la diferencia de los argmuntos £ — ¢,
En efecto, segin la definicién general de la estacionaridad, la espe-
ranza matemdtica y la funcién correlativa de la funcién aleatoria
estacionaria X (f) satisfacen las condiciones

iy (1) =my (t + A), (5-1.1)
Kot ') =Kt + A, t' + A) (5.1.2)
cualgquiera que sea A. Poniendo en (3.1.4) A = —¢, obtendremos
m, (£) =m, (0) = const. (H.1.3)

Poniendo en (5.1.2) A = —1t', obtendremos
K. (t, =K. (t —t, Q). {5.1.4)

La dispersion de la funeién aleatoria X (f) es igual al valor de su
funcién correlativa cuando £ = &, Por eso, de (5.1.4) se deduce que

D () =K. (¢, §) =K, (0, 0) =D_(0) = consl. (5.1.5)
Designando la funcién de una variable ¢ — t' en el segundo
miembro de la igualdad (5.1.4) por k. (t — #'), podemos escribir
K. (t, Y=k, (t —)=Fk,(x), T=1—1. (5.1.6)

Ahora bien, si la funcién aleatoria X (f) es estacionaria, enton-

ces, dondequiera gue elijamos un intervalo v de longitud dada en el
eje de Ja variable independiente ¢, los valores de la funcion aleato-

13—0038
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ria X (f) tienen en los extremos de este intervalo un mismo momento
de correlacion %, (1).

Para todos los problemas prdcticos en los que se trata sélo con
momentos de los dos primeros érdenes (esperanzas matemdticas
v funciones correlativas), hasta la constancia de la esperanza mate-
mética y la dependencia de la funcién de correlacion sélo de la dife-
rencia de los argumentos para considerar estacionaria a una funcién
alealoria. Por eso, las funciones aleatorias cuyas esperanzas mate-
mélicas son constantes y las funciones correlativas dependen sélo
de la diferencia de los argumentos se llaman estacionarias en el
sentido amplio. En aquellos casos en que se irata de olras caracleris-
ticas de la funcion aleatoria, la estacionaridad en el amplio sentido
no es suficiente. Bs necesario exigir que todas las caracteristicas
de la funcién aleatoria que nos interesan sean invariantes con respecto
a los decalajes arbitrarios a lo largo del eje de la variable indepen-
dienle para que se pueda considerar estacionaria dicha magnitud.
Asi pues, en los problemas practicos tenemos gue encontrarnos con
diferente «grado de estacionaridads de las funciones aleatorias en
dependencia de cudles son las caracteristicas probabilisticas que nos
interesan. Las funciones aleatorias pueden ser estacionarias <en
mayor o menor gradoy. La estacionaridad en el sentido amplio repre-
senta el tipo mas simple de estacionaridad. La exigencia de estacio-
naridad en el sentido amplio impone a una funcién aleatoria las
minimas limitaciones. Otro caso extremo representa la estacionari-
dad completa o la estacionaridad en el sentido estricto cuando todas
las caracteristicas probabilisticas de la funcién alealoria, sin exclu-
sién ninguna, son invariantes con respecto a los decalajes arbitra-
rios por el eje de la variable independiente. La funcion alealoria
X (¢) se denomina eslacionaria en el sentido estricto, si todas las
leyes de distribucién de todos los ordenes posibles de la funcidn
aleatoria X (¢ -F A), cualguiera que sea A, coinciden idéntica-
mente ¢on las correspondientes leyes de distribucion de la funcién
aleatoria X (f).

A continuacion, al hablar de las funciones aleatorias
estacionarias, siempre tendremos en cuenta sélo las funciones alea-
torias estacionarias en el sentido amplio. Por eso, para abreviar,
llamaremos estacionarias a tales funciones aleatorias sin sefialar que
la estacionaridad se entiende siempre en el sentido amplio.

Segin la definicién dada, la funcién aleatoria con esperanza
mateméatica variable es no estacionaria inclusoe si la funcién corre-
lativa de la misma depende sélo de la diferencia de los argumentos.
Sin embargo, tal no estacionaridad es, evidentemente, no esencial,
puesto gue la funcién aleatoria centrada X' () = X (¢) — m, (1)
es estacionaria siempre que la funcién correlativa de la funcién
aleatoria X (f) dependa s6lo de la diferencia de los argu-
mentos.
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Como la funcién correlativa de cualquier funcién aleatoria es
stmétrica, es decir, no cambia de valor al permutar los valores de los.
argumentos, entonces la funeién correlativa de una funcién aleatoria
estacionaria satisface la condicién

ks (¢ — ) = ky (2 — 1)
o bien

kx (—T) = ks (1), (5.1.7)

Asi pues, la funcién correlativa de una funcién aleatoria estacionaria
es funeién par de la diferencia de los argumentos.

La desigualdad (4.3.2) a que satisface la funcién correlativa de
cualquier funcién aleatoria toma, en caso de una funcién aleatoria
estacionaria X (¢), la forma

[ox (1) | << Fox (0) = Dy (5.1.8)

Asi pues, la funcién correlativa de una funcién aleatoria estaciona-
ria, cualquiera que sea t, no puede ser, en magnitud absoluta, mayor
que su valor correspondiente al origen de coordenadas,

Ejemplo 5.1.1, En los ejemplos 4.2.3, 4.2.6 y 4.2.7 dados en el capitulo
anterior nos encontramios con la funcién correlativa, dependiente s6lo de la
diferencia de los argumentos, de la forma

ke (T)=Dee ¢, w=¢ ¢,

L.a funcién aleatoria que tiene la esperanza matemiatica constante y tal luncién
correlativa es estacionaria (en el sentido amplio). )

Ejemplo 5.1.2, La funcién aleatoria examinada en el ejemplo 4.2.1 es
estacionaria solamente en el caso cuando las dispersionos de las magnitudes
aleatorias & y Z son igunles. En el caso general de diferentes dispersiones de las
magnitudes aleatorias U y Z esta funcion aleatoria no es estacionaria. Ahora
bien, la oseilacién arménica de cierta frecuencia, con amplitud y fase alvalovias,
ropresenta en el caso gencral una funcién aleatoria no estacionaria y sélo en el
caso particular de ser iguales las dispersiones de los coeficientes aleatorios adjun-
tos al seno y ol coseno, es una funcidn aleatoria estacionaria,

Ejemplo 5.1.3. La funcién aleatoria representada cn el ejempla 4.2.3 es
estacionaria cualquiera que sea la densidad de probabilidad de la frecuencia
aleatoria de oscilaciones 7 (©) puesto que su esperanza matemdtica es idéntica-
mente igual a cero, mientras quo Ja funcién correlativa, determinada por la
formula (4.2.21), depende sélo de la diferencia de los argnmentos.

Ejemplo 5.1.4. Si

my ()=a-t-bly Kz (t, t')=De~®F-¥,
entonces la funcién aleatoria X (z) es no estacionaria. No ohstante, esta no esta-

cionaridad no es esencial, puesto que la correspondiente funcién sleatoria
centrada X° (#) es estacionaria.

En las aplicaciones tenemos que encontrarnes frecuentemente
con la funcién correlativa exponencial
Jey (1) = Dye=htl, (5.1.9)

13+
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Otro tipo bastante frecuente de funcidn correlativa de un proceso
aleatorio estacionario es la funcidn de la forma

k. {t) = D e =" cos woT (5.14.10)

o una funcién mds general de la forma
ke (1) = D e =11l {cos wet -+ ysen wy | T ). (5.1.11)
En la fig. 5.1.1 se muestra el grafico de una funcién correlativa

exponencial (5.1.9). En la fig. 5.1.2 se representa el grifico de la
funcién correlativa exponencial de coseno (5.1.10). Vemos que

K,
o ket |
Lo e “Vearaht
al z
Fig. §.1.4. Fig. 5.4.2.

ambas Tunciones tienen en ¢l origen de coordenadas un punto angular
en el que la derivada de la funcidn correlativa tienc discontinuidad
de primer género. Para la aproximacién de las funciones eorrelativas
con la derivada continua, se puedec
aplicar la expresién (5.1.11), eligiendo
en ésta el coeficiente y de modo que
la derivada de dicha funcién correla-
1iva sea igual a cero cuando T =0
{el lector puede por si mismo com-

e oosaprepsencopti) o) probar que esto se alcanza cuando
= vy = a/wp). En la fig. 5.1.3 se muestra
Fig. 5.4.3. el grafico de tal funcién correlativa.

_ Observemos que la funcién que tiene
la forma de (5.1.11) puede ser correlativa sélo en aquelcaso cuando
i v 1< a/wg puesto que para | ¥ | = a/w, la condicién (5.1.8) no
se satisface.

KA continuacién veremos que cualquier funcién correlativa de Ia
funcién aleatoria estacionaria puede ser aproximada, con un grado
cualquiera de preeisién, por la combinacién lineal de las funciones
de la forma (5.1.9), (5.1.10) y (5.1.11).

LasYférmulas generales dadas en el § 4.6 para las esperanzas
mateméticas v las funciones correlativas de las derivadas de una
funcidn aleatoria son aplicables también para las funciones aleatorias
estacionarias. Valiéndonos de las férmulas (4.6.2) y (4.6.3), hallamos
la esperanza mateméatica y la funcién correlativa de la primera deri-
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vada Y3 (t) = X' (t) de la funcién aleatoria estacionaria X (1)

o BBK (8, ¢ 5

my, () =0, Ky (¢, 1) 2l 8] — ki (n).
De aqui se ve que la derivada de una funcién aleatoria estacionaria
también es estacionaria. De un modo anélogo hallamos por las
férmulas (4.6.6) y (4.6.7) la esperanza matemdtica y la funcién
correlativa de la derivada del orden p de la funcién aleatoria esta-
cionaria X (f):

’ GEPE . (2, L) (2:
my, =0, Ky (& ) =555 =(—1" KD (@)

Ahora bien, todas las derivadas de una funcién aleatoria estacionaria
son funciones aleatorias estacionarias con esperanzas matematicas
iguales a cero; en este caso, las funciones

correlativas de las derivadas se determi- P Ky ()

nan por la férmula

ki (= (=P K2 (p=1,2,...). T S
(5.1.12) Fig. 5.1.4.

Dos funciones aleatorias del mismo
argumento X (f), Y (f) se llaman eslacionariamente ligadas, si su
funcin correlativa reciproca es funcién de la diferencia do los argu-

menkos:
Ko (t, ') = kyy (1) T=1— s (5.1.13)

De la propiedad (4.4.3) de una funcién correlativa reciproca se
deduce que dos funciones correlativag reciprocas de dos [unciones
aleatorias estacionariamente ligadas X (f) y Y (f), tomadas en dife-
rentes 6rdenes, estdn enlazadas por la correlacién

by (1) = kye (—1). (5.1.14)

Graficamente esto significa que la curva k. (t) es la reflexin espe-

culur de la curva k., (1) con respecto al eje do ordenadas (fig. 5.1.4).
La desigualdad (4.4.5) para las funciones alcatorias XHhyY WM

estacionarias y estacionariamente ligadas toma la forma

| kxy (1) | <V ez 0) &y, (0) =V DDy (5.1.15)

Las formulas (4.2.10) y (4.4.6) que determinan las funciones
correlativas normadas toman, para las funciones aleatorias estacio-
narias y estacionariamente ligadas, respectivamente la forma

kex (1)

rx(f)r_-_—-kx((}) 5 (51.16}
Hg e D) (5.1.17)

Vo @) ky ©)
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Ejemplo 5.1.5. Examinemos las funcionos alcatorias
X (t) = Z cos wot |+ IS 2en wyt.
Y {8y = —2Z sen wpt 4 U cos wyl,
donde Z y U son magnitudes aleatorias no correlacionados con esperanzas ma-

temiticas ignales a ecero y dispersiones iguales a D, Es evidente que las funciones
correlativas de estas funciones mleatorias se oxpresan por la férmula
e (1) = ky (7) = D cos uyt,
que se deduce 1o misme gue en el ejemplo 4.2.1. La funcidn correlativa recipro-
ca de Ins funciones alentorias X (f) y ¥ (2), en virtud de (3.9.8), se determina
por la formula
Ko (1, r’{ = — D cos wgt sen wpt’ - 7) sen 0ol cos wet' = 1) sen wy (£ — ).
Asi pues, las Innciones aleatorias X (i) y Y (f) son estacionariamente ligadas.
Ejemplo 5.1.6. Examinemos ahora las funciones alealorias

X (t) = Zcoswgt 5 Usenogt, ¥ (1) = Zcos et - V sen wgt

donde Z, ¥, ¥ son magnitudes aleatorias no corpelacionadas con esperanzas
matemdticas iguales a cern v las mismas dispersiones iguales a D. En virtud de
log resultados del ejemplo 4.2.1, ambas funciones alealorias son estacionariag
puesto que
Kylt, ') = Ky (1, ¥') = D cos o (t — 1').

Sin embargo, éstas no son ligadas estacionariamente debido a que su funcién
correlativa  reciproca

Ky (t, ¢) = M X () Y ()] = D cos wf cos wt’
no s funcidn de la diferencia ¢ — ¢,

Aplicando la férmula (4.6.8), se puede determinar las funciones
correlativas reciprocas de las derivadas de diferentes érdencs de¢ una
funcién aleatoria estacionaria X (1):

o GPHIE L (8 1) 1 7.004-9)
Ky g 4 ) =550 = (— 1) B (7).
Asi pues, las derivadas de una luncién aleatoria estacionaria son
funciones aleatorias estacionarias y estacionariamente ligadus y sus

funciones correlativas reciprocas se delerminan por la férmula
Eyu(0=(—1 k(1) (p. g=0, 1,2, ...). (5.1.18)

En particular, la funcién correlativa reciproca de una funcién alea-
toria estacionaria X (f) y de su primera derivada se determina por
la férmula

Foxy, (1) = — ki (1), (5.1.19)

5i la funcién correlativa k&, (1) de la funcién aleatoria estaciona-
ria X (¢} tiene continua la primera derivada, entonces %y (0) = 0
ya que, segin (5.1.8), k. (7) tiene el maximo cuando v = 0. Si la
primera derivada de la funcién correlativa es discontinua en el punto
v = 0 como, por ejemplo, en los casos (5.1.9) y (5.1.10), entonces,
debido a Ia paridad de la funcién correlativa (5.1.7), su derivada
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izquierda en el punto v = 0 eg igual en valor absoluto y contraria
en signo a la derivada derecha. Como resultado, en este caso también
se puede considerar que ki (0) = 0. De este modo, para cualquier
funcién aleatoria estacionaria

Fexy, (0) = —kz(0) =0. (5.1.20)

Esto quiere decir que cualquier funcién aleatoria estacionaria y el
valor de su primera derivada en el mismo punto no estin correlacio-
nados.

Si la funcién aleatoria estacionaria estd repartida normalmente,
su valor, cualquiera que sea el valor del argumento, 'y el de su ypri-
mera derivada, para el mismo valor del argumento, son independien-
tes. Claro esta, gue de lo dicho no se puede deducir de ninglin modo
que la funcién aleatoria estacionaria y su primera derivada estan,
en general, no correlacionadas. Como la derivada de la funcibn
correlativa siempre es distinta del cero idéntico, la magnitud aleato-

ria estacionaria y su primera derivada siempre estdn corcelaciona-
das *.

§ 5.2, Estructura de una funcién aleatoria esfacionaria

Examinemos todas las funciones aleatorias que se pueden com-
poner de las sinusoides de diferentes frecuencias con amplitudes
y fases aleatorias. Tales funciones aleatorias se expresan por la
férmula

X@Q)=me+ '__5’:,I (Uysen o, £+ Z, cos o), (5.2.1)

donde @, ..., w, son las frecuencias elegidas arbitrariamente,
m. es la esperanza matemética constante y Uy, . .y Un.Zyy - - s 2y
son las magnitudes aleatorias cuyas esperanzas matemaéticas son
iguales a ccro. Vamos a limitarnos al caso en quelas magnitudes
aleatorias Uy, ..., Ups %1y « 0.y %, no estan correlacionadas
y tiemen por parejas dispersiones iguales D [U,] = D [Z,] = D,.
Ln este caso tienen lugar las igualdades

MIU)=MI[Z]) =0, DIUJ=DIZ]| =D,.

MIUU) = MIZZJ) =0 si ps=v, (5.2.2)

M {U.Z,] =0 para cualesquiera v, .

La funcién aleatoria X°(#) = X (f) — m, determinada por la
formula (5.2.1) representa en este caso la suma de las funciones

#) Comu excepcign se puede citar solamente un caso ahsolutamente no
interesante para los fines pricticos referente a la magnitud aleatoria estacionaria
todas las realizaciones de {a cual son constantes. Tal funcién aleatoria representa

una magnitud aleatoria corriente y de hecho no es una funcién aleatoria.
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aleatorias no correlacionadas de la forma
X, () =U,senwy,t+Z,coso,t(v=1,2,...,n). (5.2.3}

Por comsiguiente, conforme a los resultados ohtenidos en el

§ 4.5, la funcién correlativa de la funcién aleatoria X (f) es igual

a la suma de las funciones aleatorias correlativas X, (f). Para caleu-

Jar la funcion correlativa de la funcién aleatoria X, (), sustituyamos
en (5.2.3) ¢t por t:

X)) =U,sen 0, + Z,cos w, t'. (5.2.4)

Entonces, la funcién correlativa de la funcién aleatoria X, (¢) repre-
sentard el momento de correlacién de dos funciones lineales (5.2.3)
y (5.2.4) de las magnitudes aleatorias no correlacionadas U, y Z,
para cuyo céleulo se puede aplicar la formula (5.9.8). Como resulta-
do obhtendremos

Ko (1. 1) = Dysen oyt sen out’ 4 D, c05 0,1 cos yb’ =
=Dy coso, (t—1'). (5.2.5)

Esta [6rmula muestra que todas las funciones aleatorias X, (f) son
estacionarios. Sumando las expresiones (5.2.5) correspondientes a to-
dos los vaplores v de 1 hasta n, hallaremos la funcién correlativa
de la funcién aleatoria X (#) que también dependerd solamente de la
diferencia de los argumentos T = ¢ — ¢'. Por lo tanto, la funcién
aleatoria X (f) determinada por la férmula (5.2.1) es estacionaria
v su funcién correlativa se expresa por la férmula

Tn
ke (1)= > Dycosamgr. (5.2.6)
v=1
Este resultado es vélido para cualgquiera n incluso para n = oo
Asi pues, todas las funciones aleatoriag que se pueden componer de
las . sinusoides no correlacionadas de diferentes frecuencias, con
magnitudes y fases aleatorias, son funciones aleatorias estacionarias
siempre que se cumplan las condiciones (5.2.2) *). El conjunto de
frecuencias w;, @, . .., ©, representa el espectro de frecuencias de
la funcién aleatoria examinada.
Hasta ahora no hemos impuesto ningunas restricciones refeventes
a la frecuencia w, en la expresién (5.2.1). Estas ltimas podrian ser
completamente arbitrarias, Ahora examinemos un caso particular
concerniente al conjunto infinito de frecuencias equidistantes

m,,:—;’j,,l(v:‘l,z,...}, A® =y — 0y =T, (5.2.7)

*) Dejamos al lector gque por si mismeo se cerciore de gue si las condiciones
{5.2.2) no se cumplen, la funcién aleatoria X (#) determinada por la férmu-
la (5.2.1) no puede ser estacionaria.
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donde 7' es un nfimero positivo arbitrario. En este caso la funcién
correlativa, determinada por la férmula (5.2.6), serd una funcién
periédica con periodo 27T y la férmula (5.2.6) determinard su descom-
posicién en la serie de Fourier. Los coeficientes de esta serie se deter-
minan por la férmula conocida en la teoria de series de Fourier

+7
Dy=-4 j' k() cosoyrdr (v=1, 2, ...).
ey

Pero sabemos que la funcién correlativa de una funcién aleatoria
estacionaria es una funcién par. Por consiguiente, en la f6rmula obte-
nida la funcién subintegral es par y la férmula puede ser escrita
en la forma

T
Dy=4 [ ke@eosotar  (v=1,2...). (.28
(]

De la férmula (5.2.6) se deriva que para n = oo la dispersién
de la funcién aleatoria X () se determina por la férmula

Dy =ky (0)= Ei Dy. (5<2E')

De aqui se deduce que si deseamos obtener una funcién aleatoria
estacionaria con dispersién finita, debemos escoger tales magnitudes
aleatorias U, y Z, que la serie (5.2.9) compuesta de las dispersiones
sea convergente.

Todo lo expuesto es aplicable a cualquicr intervalo Aw entre las
frecuencias vecinas en la formula (5.2.1) o, lo que es lo mismo, a cual-
quier valor de 7 en la férmula (5.2.7). Por eso todos los resultados
obtenidos pueden haccrse extensivos también a las sumas de suman-
dos infinitesimales. Para pasar a este caso, ponemos que *)

Uy = Ug (0,) Ao, Z,=Zy (w)de (v=1,2,...). (5.2.10)

Entonces la [ormula (5.2.1), para n = oo, tomara la forma
X () =mx+ _\_'1 [y () sen Ot + Zp (004) cos @] As. (5.2,11)
V==

Luego ponemos D, = st (0,) Aw, donde

T
; 12 2 , =«
STy =m2 -2 j' ks (D cosodt (v=1, 2 ...) (5.2.12)
v

%) Al disminuir Aw, el nimero de sumandos en (5.2.1) en cualquior inter-
valo dado de frecuencias {w', »") crece invorsamente proporcional a Aw. Para
que en este caso la componente de la funcién aleatoria, que cae en este intervalo
de frecuencias, no aumente infinitamente, es necesario que cada sumando en
{5.2.1) sea una magnitud infinitamente pequeiia de orden Aw. Por eso conviene
separar el multiplicador Am de Uy, y Z, en forma cxplicita.
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Entonces la férmula (5.2.6) tomard la forma

o0

e () = ) 53 (@) cos 0,7 Ao, (5.2.18)
i

V=

La férmula (5.2.9) para la dispersiéon de la funcién aleatoria X (2)
tomard la forma

De=ke ()= > 5T (0} Aw. (5.2.14)
y==q

En las férmulas (5.2.11), (5.2.13) ¥ (5.2.14) se muestra con evi-
dencia que si guercmos obtener una funcién aleatoria estacionaria
con dispersion finita, entonces, aumentando el ntimero de sumandos
en la formula (5.2.11), debemos disminuir proporeionalmente estos
sumandos. Con otras palabras, aumentando el nimero de frecuencias
en ¢l intervalo dado, debemos disminuir proporcionalmente las
dispersiones de las sinusoides separadas para que la suma de las
dispersiones de todas las sinusoides en el intervalo dado de frecuen-
cias quede finita.

Las magnitudes U, (@) ¥ Zr (0,) en la [Grmula (5.2.11) se pue-
den considerar como los valores de las funciones aleatorias del argu-
mento discreto que toma solamente los valores wy, @,, . . . Andloga-
mente la magnitud s% (@), que se determina por la férmula (5.2.12),
se puede considerar como funcién del argumento discreto que toma
los valores wy, ®,, . .. En virtud de las féormulas (5.2.10) y (5.2.2),
las funciones aleatorias Uz (w,) v Zy (®,) no estin correlacionadus
y, ademads, los valores de cada una de ellas, al tomar el argumento
diferentes valores, no estdin correlacionados:

M Ur (0,) Z7 (0y)] = 0 para todos los valores de
Wyy Wy,

M [Ur(e,) Ur (@) =M [Z( ©0,) Zr (0 )] =0 (5.2.15)
para ©, = 0.

Para hallar las dispersiones de las funciones aleatorias Uy {®,)
y Zy (w,), observemos que en virtud de las férmulas (5.2.10)
v (5.2.6) las férmulas (5.2.2) para las dispersiones de las magnitudes
aleatorias U, y Z, se pueden escribir en la forma

DUz (05) Ao} =D [Zr (@) Aw] =5 (o) Ao (v=1, 2, ...). (5.2.16)
Pero en virtud de la férmula (3.9.1)

D Uz (0y) Aol = D [Ur (00,)] (Aw)?,

D [Zy (0y) Awl = D [Z1 (0,)] (M)
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Sustituyendo estas expresiones en (5.2.16) y efectuando las reduccio-
nes, obtendremos

57 (@)

DUz (0,)] = D [Zr (0)] =

oL (v=1,2,...) (5.2.17)

Para el ulterior estudio de las propiedades de las funciones aleatorias
Uyr (0,) ¥ Zp (w,) observemos que en virtud de (5.2.15) y (5.2.17)

2, M Wr () Ur (@)1 80 =M U (o)) Ao =

=D [Ur (@) A0 =5T (@) (v=1, 2, ...). (5.2.18)
Pero )
M Uz (@) Ur (0)) =Ko (0, 00 (v, p=1, 2,...) (5.2.19)

representa la funeién correlativa de la funcién aleatoria Usr (@)
Por lo tanto, la férmula (5.2.18) se puede escribir en la forma

oﬁ] Ky, (@ o) Aw =sT{w,) (v=1, 2, ...). (5.2.200
p=1

La misma férmula tiene lugar para la funcién correlativa de la
funcidén aleatoria Zr (w,).

Ahora tenemos todo lo necesario para pasar a examinar el caso
referente a la suma de sinusoides con amplitudes aleatorias infinite-
simales de todas las frecuencias posibles repartidas continuamente
en la parte positiva del eje numérico. Sustituyamos en la férmula
(5.2.11) las magnitudes aleatorias U, = Ur (0,) Ao, Z, =
= Zp (0,) Ao por las magnitudes aleatorias infinitesimales
U (®) do, Z (w) do. Sustituyamos correspondientemente la suma
por la integral. De este modo determinaremos la funcién aleatoria
estacionaria de la forma

oo

X (1) =my+ § [U () sen @2 -+ Z (w) cos of] do. (5.2.21)

En virtud de la Gltima férmula (5.2.7) la sustitucién de la magnilud
Aw por la infinitesimal de corresponde al paso a la magnitud infini-
tamente grande 7. Por eso la funcién s (w) deterrainada por la
formula (5.2.12) se sustituird por la funcién

S (@) =2 i Jex () cos @t dt. (5.2.22)

Con ello, las dispersiones de las magnitudes aleatorias infinilesimales
U (w) do y Z (w) dw, en virtud de la férmula (5.2.17), serdn iguales
a sy, (@) do.
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Sustituyendo en la férmula (5.2.13) las dispersiones i (o) Aw
de las magnitudes aleatorias Uz {®,) Aw, Zy (w,) Ae por las dis-
persiones infinitesimales s, {®) do de las magnitudes aleatorias
U (0) do, Z (») dw, obtendremos la formula siguiente para la fun-
cién correlativa de la funcién aleatoria X (2) que se determina por la
férmula (5.2.21):

o0

ke (1) = | 512 (0) cos ot do. (5.2.23)

0

La sustitucién anéloga en la formula (5.2.14) da la siguiente expre-
sién de la dispersién de la funcién aleatoria X (f):

De=kz (0) = 5 s1x (00) do. (5.2.24)

Fsta férmula se obtiene también de (5.2.23) cuando T = 0.

Si en vez de todas las frecuencias posibles tomamos solamente
todas las frecuencias del intervalo dado (w;, ©s}, obtendremos la
funcién aleatoria estacionaria

g
Kooy, g () = 5 (U (@) sen of 4 Z () cosof] do,  (5.2.25)
g
cuya dispersién se determinara por la férmula
m;s
D1 Xar, 0 (8)] = 5 81z (0) 20, (5.2.26)

[T

Si en la férmula (5.2.21) se divide todo el intervalo de frecuencias
(0, o) en subintervalos, la funcién aleatoria X (£) se expresara como
la suma de funciones aleatorias no correlacionadas de la forma (5.2.25).
Como era de esperar, la dispersién de la funcién aleatoria X () se
expresard como la suma de dispersiones de los sumandos iguales
a las integrales de la forma (5.2.26) extendidas a los subintervalos
correspondientes de frecuencias.

De la férmula’(5.2.24) v de las observaciones anteriores se deduce
que la funcién s, (©) caracteriza la distribucién de la dispersion de
la funcién aleatoria X (t) por las frecuencias. En virtud de la férmula
{5.2.16) la magnitud D, = sT (wy) Aw representa la dispersién de
un arménico de la frecuencia w, que forma parte do la funcién alea-
toria examinada de la forma (5.2.11). Por eso la magnitud s,. (®) do
es la dispersién infinitesimal de un arménico de la frecuencia dada w
que forma parte de la funcién aleatoria (5.2.21). Si separamos ahora
de la funcién aleatoria X (¢) el sumando correspondiente a un inter-
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valo pequefio de frecuencias (w, @ + Aw), la dispersién de este su-
mando se determinard por la férmula (5.2.28) cuando ®; = o,
®, = 0 -} Aw: ]
wtAw
D Xo, vtre ()= 5 84z (@) do.

W

Suponiendo que la funcién s, (@) es continua en el punto @ y apli-
cando el teorema del valor medio, obtendremos

D {Xm, w-AG (‘}] = Sy (0)') &{0,

donde ®' es cierto valor de la frecuencia comprendido entre :@-
¥y ® - Ao. Porjconsiguiente, al pasar al limite para Aw =0 la
magnitud @' tiende a ® y obtendremos que

T D [xm, m-i-bm{'!.)l
s () 5111110 Aw !
De aqui esta claro que la funcidén s, (©) caracteriza la densidad con
que las dispersiones de arménicos separados de la funcién aleatoria
{5.2.21) van repartidas por el espectro de {recuencias.

En virtud de las propiedades estudiadas de la funcién s, (0) esta
funcién se llama densidad espectral de la funcién aleatoria estaciona-
ria X (¢). La infegral de la densidad especiral

w

S (0) = 5 St (1) dp. (5.2.27)

se denomina funeidn especiral de la Juncién aleatoria estacionaria
X (¢). Es evidente que la densidad espectral es la derivada de la
funcién espectral

Six (0} = 8, (). (5.2.28)

Sustiluyendo en la iérmula (5.2.27) la expresién (5.2.22) de la densi-
dad espectral, cambiando el orden de integracién y cumpliendola
integracién con respecto a p, obtendremos la siguiente expresion
de la funcién espectral de la funcién aleatoria estacionaria X (f)
a travis de su funcién corrclativa:

Sia (@) =2 E Fx (1) 2289 g (5.2.29)

Comparando la férmula (5.2.27) con la (5.2.26), vemos que la
funcién espectral representa la dispersién sumaria de los arménicos
de toras las frecuencias de 0 a ® que forman parte de la funcidn
aleatoria X (1)

La férmula (5.2.21) expresa la funeién aleatoria estacionaria
X (£) del tipo examinado a través de otras dos funciones aleatoriss
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U{o) ¥y Z (») cuyo argumento es la frecuencia w. Estudiemos las
propiedades de estas funciones aleatorias partiendo de las propiedades
va cstudiadas de las funciones aleatorias Uy (w,) v Zr (w@,}). De
(5.2.15) esta claro que las funciones aleatorias U (w) v Z (@) no
estdn correlacionadas. Ademas, de (5.2.15) se ve que los valores de
cada una de las funciones aleatorias U (0) y Z (») para cualesquiera
valores, tan préximes como se quiera pero diferentes, del argumento @
cstan no correlacionados. Las dispersiones de las funciones aleatorias
U {w) y Z (), en virtud de la férmula (5.2.17), son infinitas. Ahora
bien,
K, (@, 0)=M {U(o) U{®w)]=0 si @0, K, (0,0)=D[Uw)]=co.
(5.2.50)
Las ipualdades anilogas son vilidas para la funcion correlativa de
la funeién aleatoria Z (o). Por fin, la féormula (5.2.20), al pasar al
espectro continuoe de frecuencias, toma la forma

o0

g Ky (0, 0)dw' = sy, (w). (9.2.31)
o

De las igualdades (5.2.30) y (5.2.31) se ve que la funcién correlat;va
de la funcién aleatoria U (@), que se examina como funcién o’ para
cualquier valor fijo de w, representa una funcién delta impulsiva con
el coeficiente s, (w). Tal deduccién es vilida también con respecto
a la funcién correlativa de la funcién aleatoria Z (w). Asi pues, las
funciones correlativas de las funciones alealorias U (o) v Z (@) se
determinan por la férmula

K, (.['I)l (D,) = K, (o, (l]’) = Six (ﬁ]) o (CI'J’ - l.l]) (5‘2'32)

A primora vista parece que las funciones correlativas de las funciones
aleatorias U (0} y Z (w), determinadas por la férmula (5.2.32),
no satisfacen la. condicidn de simetria, obligatoria para cualquier
funcién correlativa. Sin embargo, esto solamente parece. En efecto,
como la funciém delta es igual a cero para cualquier ©' = w, no
importa absolutamente a qué sea igual el multiplicador adjunto a la
funcién delta cuando @’ = ®. Lo que importa es que para o' = @
éste sea igual a 8y, (w). Por eso la férmula (5.2.32) se puede escribir
en la forma

Ko (@, 0)=K; (@, ©') =V 5 (@) 52 (@) 6 (0’ — ). (5.2.33)

Para cualquier ©’ = o la viltima expresién de esta férmula es ignal
a cero, lo mismo que en la férmula (5.2.32). Cuando o' = , el
multiplicador adjunto a la funcién delta en la férmula (5.2.33) lo
mismo que en la férmula (5.2.32), es igual a s, (®).

Vemos que las funciones aleatorias U (o) y Z () de la frecuencia
@ disponen de una serie de propiedades particulares, Los valores de
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cada una de ellas para cualesquiera, tan préximos como se quiera,
valores del argumento w, @' no estan correlacionados y sus dispersio-
nes son infinitas. Esto quiere decir que las realizaciones de estas
funciones aleatorias se comportan desordenadamentey puedencambiar
tan fuertemente como se quiera al pasar de un valor del argumento
a otro, aungue éste sea muy préximo al primero. Estas funciones
aleatorias no son estacionarias, puesto que sus funciones correlati-
vas, segin muestra la férmula (5.2.33), dependen no solamente de la
diferencia de los argumentos, sino también de cada uno de los
argumentos tomados por separado. No obstante, a pesar de estas
particularidades, las funciones aleatorias U (w) y Z (®) son, en el
caso general, considerablemente m4s simples que la funcién aleato-
ria estacionaria X (¢} que se expresa por medio de las funciones alea-
torias U (w) y Z (w) por la férmula (5.2.21). Esto explica la gran
importancia practica de las descomposiciones espectrales de las.
funciones aleatorias estacionarias de la forma (5.2.21).

Hasta shora hemos supuesto que las magnitudes aleatorias
U (w)dw, Z (0) do de la férmula (5.2.21) tienen dispersiones infini-
tesimales sy, (0) dw, es decir, que el espectro de frecuencias es con-
tinuo. Sin embargo, es ficil ver que las férmulas (5.2.21) y (5.2.23)
abarcan también el caso anteriormente examinado del espectro dis-
creto de frecuencias. En efecto, poniendo en (3.2.21) y (5.2.23)

V)= 2 Ud (=0, Z@=3 Zbo—0) (.23

S1x (0) = E Db (@ —ay), (5.2.35)
donde Uy ..., U,, Z,, , Z, son magnitudes aleatorias no co-

rreldcmnada%, siendo D [U I = D [Z,] = D,, reduciremos la [ir-
mula (5.2.21) a la forma (5 21) y la formula (5.2.23) a la forma
(5.2.6). Es facil ver que la [érmula (5.2.22), que expresa la densidad
espectral a través de la funcidn correlativa, es valida también en este
caso, [n efecto, sustituyendo en la férmula (5.2.22) la expresion
(5.2.6) de la funcién correlativa, obiendremos

U

2
$1x (0) == g 3} Dycosoytooswrdr =
0 v=1

I =

'
T

D, { Ecos (m-—a)tdt |-

=t— g

c0s (w4 @) tdr }
v=1

Pero

= j cos hrdr =8 (h).
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{(Véase la férmula (2.2.24)). Por lo tanto,

81 (@) = VZJ‘ D, [8 (@— ay) + 8 (@ + o)1

Pero, como ® >0, w, > 0, entonces ® -+ ®,, cunlquiera que sea
el valor positivo de ®, no se convierte en cero y, por consiguiente,
8(o+ ©,)=0{=1, ..., n) y obtenemos la férmula (5.2.35)
1o que demuestra la afirmacién enunciada. Asi pues, las formulas
(5.2.22) y (5.2.23) son validas también en el caso de un especiro
discreta.

En el caso general, cnando las funciones aleatorias U (o) y Z ()
representan las sumas do las funciones aleatorias U, (@) y Z, {®) del
tipo anteriormente examinado y de las combinaciones lineales de las
funciones delta con coeficientes aleatorios no correlacionados, la
formula (5.2.21) determina la funcién aleatoria estacionaria con un
espectro mixto, que es un espectro continuo con frecuencias aisladas,
repartidas en él, a lag cuales corresponden armdnicos aislados con
dispersiones finitas. La densidad espectral de tal funcidn aleatoria
contiene, en forma de sumando, una combinacién lineal de funciones
delta correspondientes a todas las frecuencias aisladas.

Asi, hemos estudiado una clase determinada de funciones aleato-
rias estacionarins que tienen una estructura definida, es decir, todas
las funciones aleatorias estacionarias que constan de oscilaciones
arménicas de diferentes frecuencias con amplitudes y fases aleatorias.
Todas las funciones aleatorias de este tipo se expresan por la [érmula
(5.2.21) y para ellas son validas las correlaciones (5.2.22) y (5.2.23)
entre la funcién correlativa y la densidad espectral. Cabe preguntar:
¢ existen o no otras funciones aleatorias estacionarias, no representa-
bles por la descomposicién espectral (5.2.21), para Jas cuales las for-
mulas (5.2.22) y (5.2.23) no son vélidas? Resulta que no. Cualquier
funcidn aleatoria estacionaria es representable por Ja descomposicién
espectral (5.2.21). Para toda funcién aleatoria estacionaria que se
puedé encontrar en los problemas pricticos existe la densidad espec-
tral {que puede contener como sumando una combinacién lineal de
funciones delta), determinable por la férmula (5.2.22), y su funcién
gorrelativa se expresa mediante la densidad espectral por la formu-
la (5.2.23). Nosotros demostraremos esto en el § 6.6.

La férmula (5.2.23) fue obtenida por primera vez por N. Wiener
para una clase limitada de procesos aleatorios estacionarios y un poco
més tarde por A. Ya. Jinchin para cualesquiera procesos aleatorios
estacionarios. Por eso las férmulas (5.2.22) y (5.2.23) se llaman comtn-
mente férmulas de Wiener-Jinchin y el hecho de que la funeién co-
trelativa de cualquier funcién aleatoria estacionaria puede ser repre-
sentada en la forma (5.2.23) se denomina teorema de Wiener-
Jinchin,



§ 5.2, Estructura de una funcién aleatoria estacionaria 209

Si en la formula (5.2.21)
U)=Ub(o—Q), Z(o)=2(o—Q),

donde U, Z son magnitudes aleatorias no correlacionadas con equi-
valentes digpersiones iguales a D, y € es una magnitud aleatoria
independiente de U y Z, entonces la férmula (5.2.21) toma la forma

X (t) = m, + Useni + Z cos Q1. (5.2.36)

Ahora bien, la férmula (5.2.21) abarca, como un caso particular,
también funciones aleatorias estacionarias que representan sinusoi-
des de frecuencia aleatoria con amplitudes'y fases aleatorias. En- el
ejemplo 4.2.3 se mostré que la funcidén correlativa de una funciom
aleatoria (5.2.36) se determina por la férmula -

oo

Fex(t) =D 5) f () cos ot do, (5.2.37)

donde f (w) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria Q.
Comparando la férmula (5.2.37) con (5.2.23), vemos que la densidad
espectral de la funcién aleatoria (5.2.36) es igual al producto de la
dispersién de las funciones aleatorias U y Z por la densidad de pro-
babilidad de la frecuencia aleatoria Q:

Stz (0) = Df (w) (5.2.38)

De la férmula (5.2.38) se ve que para cualquier densidad espec-
tral asignada s;. () se puede escoger tal densidad de probabilidad
f (®) de la frecuencia aleatoria de oscilaciones Q que la funcién aleato-
ria (5.2.36) tenga la densidad espectral sy, (w). En efecto, integrando
la férmula (5.2.38) con respecto a @ deQ a o y teniendo en cuenta que
f(®) = 0 cuando ® << 0, obtendremos

i s (@) do=D { f (@) do=D. (5.2.39)

Al determinar de este modo D), hallaremos de la formula (5.2.38)
f (@)

flo)y=2sle) _ 2@ (5.2.40)

§ 81 () do
0

Asl pues, entre la infinidad de todas las funciones aleatorias estaecio-
narias posibles que tienen la densidad espectral dada s, (o) y dis-
persién finita, siempre existen tales funciones aleatorias todas las
realizaciones posibles de las cuales son sinusoides puras. Estas fun-
ciones aleatorias se determinan por la férmula (5.2.36) en la cual
14—0038
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la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria @ se define
por la formula (5.2.40). Ademés de estas funciones aleatorias, existe
una infinidad de otras funciones aleatorias estacionarias, con ladensi-
dad espectral dada sy, (0), cuyas realizaciones no son sinusoides,
sino que representan las combinaciones lineales de una infinidad de
sinusoides. Tales realizaciones pueden ser funciones continuas o pue-
den tener también puntos de discontinuidad de primer género, como
vimos en los ejemplos dados en el § 4.2.

Las formulas (5.2.22) y (5.2.23) muestran que la densidad espec-
tral es una caracteristica muy importante de la funcién aleatoria
estacionaria. Conociendo la densidad espectral, se puede hallar por
la férmula (5.2.23) la funcién correlativa y, al contrario, conociendo
la funcién corselativa, se puede determinar por la férmula (5.2.22)
la densidad espectral. Ahora bien, para la funcién aleatoria estacio-
naria no importa absolutamente cudl es la caracteristica que se asig-
na: la funcién correlativa o la densidad espectral. Generalmente en
las aplicaciones es mas conveniente asignar la densidad espectral
de una funcién aleatoria estacionaria.

Ejemplo 5.2.1. Hallar la densidad espectral de vna funcién aleatoria
estacionaria con funcién correlativa exponencial
ke ()= De L. (5.2.41)

Por la formuola (5.2.22) hallamos

aa oo
sl,(m)=% S e %1% cos wr de ==En£ 5 e~*Tgos T dT (5.2.42)
0
La inlegral en csta f6rmula se calcula ficilmente mediante la integral por partes.
Teniendo en vista obtener formulas més generales necesarins para los efemplos
quo Se dan a continuacién, sustituyamos @ por la magnitud . Entonces ob-
tendremos

-3 o
( ~ETeosprdr= i cosur| ——t | e~®Tsen prde=
\e pt —cos | T pvde=
1 o
R dr 5.0.43
=— aﬂje sen pt dT, (2.2.44,

0

Volviendo a integrar por partes, obtendremos
o 1 4
e~ % eos prdt = '&"f'"u% =% gen pv r:—n-%a— g e~ " Toos prdr=
B B

nt

r e *Teoapt ds.

. S
[

Sty §
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De aqui hallamos
el L
a? ‘E e~ %Y cos pT dT== gt —p? I e~ %% cos prdr
[
-y . @ 1
i e COs Ut di= “n_'HF. . (5.2.44)

Sustituyendo esta expresi6n en el é}rime.r mismbra de la férmula (5.2.43) y des-
pejando la integral que ha quedado en la ecuacién obtenida, tendremos

5 e~%%sen prdr= —&-E’_"‘—E,— . (5.2.45)
1]

Sustituyendo la expresién (5.2.44) siendo p= o en la férmula (5.2.42),
hallaremos la densidad espectral de la funcién aleatoria que nos interesa:

2D
81 (W) =—— Tﬁ%«ﬁ' . (5.2.46)

Por el contrario, considerando asignada la densidad espectral, podemos
determinar, por la férmula (5.2.23), la funcién correlativa:

2Da ¢ cOs 0T
k‘(ﬂ='_n""‘[mm'

Esta integral se puede calcular por la férmula (23) del suplementa. Como resul-
tado obtendremos la férmula (5.2.41).

Ejemplo 5.2,2. Hallar la densidad espectral de la funcién aleatoria esta-
cionaria cuya funcién correlativa se determina por la f6rmula

ke (7)=De~ %7 cos wt. (5.2.47)
Sustituvendo esta expresién en la férmula (5.2.22), hallamos
oo

2D =
sy (@) = is e~ %1 cas @y T cos ot dT=

oo

] [

La primera de estas integrales se determina por la férmula (5.2.44) siendo
r = 0 — @y ¥vla segunda, por la misma fé6rmula (5.2.44) siendo g = © 4+ w,.
'or congiguicnte,
_D o i o
‘”‘(“"_?[ T {o—ug? T o F T ot ]

o bien
2Dt P2+ w2

S1x (UJ)==T P —o) el T o fl=aldwl (5.2.48)

14
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El problema inverso referente a la determinacién de la funcién correlativa,
teniendo dada la densidad espectral, lo resolveremos para el caso en cuestién
en el pirrafo siguiente.

. Ejemplo 5.2.8, Hallar Ia densidad espectral de la funcién aleatoria este-
cionaria euya funcién correlativa se determina por la férmula

ke (%) = De ™17 (cos wgT-4- v sen (wy |t ). {5.2.49)

Sustituyendo esta expresién en la férmula (5.2.22), hallamos
2D T ,-alsl
33 () == i e (cos T4y sonwy | 7)) coswTdT=

i

T oo
=% [ q e” %% cos (my—w) T d“:"‘_\ e~ % cos (0 @) TdT4
i

0
b o
+v i e~ “Tsen (wp—w) T dT7p 5 e~ %Taen -fu)o+m)'r.d-:].
0

Las integrales do esta {érmula se calculan ficilmente por las [érmulas (5.2.44)
v (5.2.45). Como resultade obtendremos

D @ i
Slx(ﬂ’)':T[ aF - (0g— @)% t a2+ (g +w)? ¥
7 (g — @) 7 (g --0)
& ' ]

@ H{on—0) et (ot 0)?

$1e (0) = 2. (2 ¥00) B2+ (e — yug) ?
1 T TRF2@f—opwli-fad

El problema inverso referonte a la determinacién de la [uncién correlativa,
teniendo dada la densidad espectral, lo resolveremos tambien para este caso
en el parrafo signiente.

Puesto que la densidad espectral, por su sentido, no puede ser negativa
pora ningin valor de @, la férmula (5.2.50) tiene sentido solamente cuando
[v | < afay lo que antes fue mostrado por otra via. .

Ejemplo 5.2.4, Hallar la funcién correlativa de la funcién aleatoria esta-
cionaria X (f) cuya densidad espectral es constante en el intervalo (0, wo)  igual
a cero fuara de este intervalo:

o bien

pr=ctiwl  (5.2.50)

s 81 0= 0= Wy, ~

Por la férmula (5.2.23) hallamos

by
SN mT [we sen wyt
ki (T)=5 joosm‘:dm::a, ' =3 u

T o i T
Asi pues
Ka(t) =y (5.2.52)
Dejamos al lector ‘que por si mismo compruebe que a esta funcién correlativa
le corresponde una densidad espectral constante en el intervalo (0, o), que

se detarmina por la férmula (5.2.51).
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§ 5.3. Descomposicién espectral de una funcién aleatoria
estacionaria en forma compleja

En el parrafo precedente obtuvimos la descomposicién espectral
de una funcién aleatoria estacionaria real en forma real [fé6rmula
(5.2.21)1:

oo

X () = mx+ 5 (U (&) sen of + Z (0) cos wt] do. (5.3.1)
i}

Sin embargo, en los problemas pricticos es mas conveniente de
ordinario representar las oscilaciones armoénicas en forma compleja
con ayuda de las conocidas formulas de Euler que expresan lag fun-
ciones trigonométricas a través de las funciofies exponenciales del
argumento imaginario. Por eso reducimos la descomposicién espec-
tral (5.3.1) alaforma compleja. Sustituyendo en la férmula (5.3.1)
las expresiones de las funciones trigonométricas por las férmulas de
Euler

ginol _ —iwt eiw!+e—iwi

coswl ==

sen of = 57 & 5

obtendremos

o

X @) =met § [T +25 ] evrdot

i
oo U
+ .E [ == ._é%’.).. £ igf_".)-] e=iot do,

Sustituyamos en la segunda integral las variables @ = —pu. Enton-
ces obtendremos
o 0
X () =my+ j Zlpy—ili (o) {w)_zm () int dw 4 5 —_—Z(‘")E'U(_M ettt du,
(1] ]

En la segunda integral podemos sustituir de nuevo la variable de
integracién p por la variable @ puesto que la designacién de la varia-
ble de integracién en la integral definida no es esencial:

o

X () =ms+ i *"(L)';jfi“lemdw;_ 5 .?_(_wemm_

Introduciendo la funcién aleatoria compleja V (w) determinada por

la férmula
Z () =il (v) s 00
V(0)= {

2
Z(—w)+ il (—w) (5.3.2)
e IS si = 0.
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pedemos unir ambas integrales en una tGnica y escribir la féormula
obtenida en la forma

X () =met | V(0)eotdo. (5.3.3)

Esta féormula ofrece la descomposicién espectral huscada de la
funci6én aleatoria estacionaria X (¢) en forma compleja. Esta descom-
posicién se puede aplicar con mayor sencillez que la (5.3.1) puesto
que todas las operaciones del andlisis se cumplen mucho més simple-
mente con una funcién exponencial que con las trigonométricas,
v ademés, laexpresién (5.3.3) es miés compacta que (5.3.1). Por fin,
la férmula (5.3.3) expresa la funcién aleatoria estacionaria X (i)
a través de una funcién aleatoria V (@), mientras que la f6rmula (5.3.1)
la expresa mediante dos funciones aleatorias U (@) ¥ Z (w).

Comparando las férmulas {5.3.1) y (5.3.3), vemos que la integra-
cién en la formula (5.5.1) se extiende a todos los valores positivos de
la frecuencia o, y en la formula (5.3.3), a todos los valores de o tanto
posilivos como negativos. Este hecho puramente matemdético no tienc
sentido fisico y es consecuencia de que el seno y el coseno de la fre-
cuencia positiva o se expresan por las férmulas de Euler por medio
de dos funciones exponenciales e y e*@' . En realidad, ambas
eslas funciones representan una forma compleja de las oscilaciones
arménicas de una misma frecuencia @ que, por su sentido fisico,
siempre es positiva. Por eso, como siempre al emplear la forma com-
pleja de oscilaciones arménicas, las frecuencias negativas son una
abstraccién matemdtica y se introducen solamente para mayor senei-
llez y comodidad.

Estudiemos ahora las propiedades de la funcién aleatoria compleja
V {w). Ante todo, de la definicién (5.3.2) de la funcién aleatoria
V () esta claro que su esperanza matemdtica es idénticamente igual
a cero, puesto que las esperanzas matematicas de las funciones aleato-
rias U {w) y. Z (w) son iguales a cero. Hallemos la funcién correlati-
va de la funcién aleatoria ¥V (0). Cuando v >0, o' > 0, teniendo
en.cuenta que las funciones aleatorias U (@) y Z (w) no estin correla-
cionadas, podemos escribir

K,(©, 0)= M[Z(@)—;U(m) . Z(m’)—zz‘b’ (w’)]=

Z (w)—ill (@) Z(w)4-ill (')
=M [ - i s 1=

=AM [Z (0) Z (o)) + M [U (@) U (@)} =

= (K2 (0, 0')+ Ky (0, o).
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De aqui, tomando en consideracién la férmula (5.2.32) para las fun-
ciones correlativas de las funciones aleatorias Z (@} y U (), obten-
dremos

Ko (, 0) =451 ()8 (0—0) si ©>0, '>0. (5:3.4)

Cuando © <0, o' <0
B ooy el [Z(_m}-;w(—m; .Z{-m')-;ia(~m')]=_

= (M 1Z(—0) Z(—0) ]+ M U (—0) U (")) =
=T IK: (o], |0 )+ Ku(]o], |0 ]

De agui, volviendo a aplicar la férmula (5.2.32) y teniendo en cuenta
que | o' | — | @ | = o — o cuando o <0, @ = 0, obtendremos

K, (0, m')=—_1—s,x('|m])5{m—w’) si w0, @ <0. (5.3.5)
Para 0>0, o <0
"o Zim)—ill (0} Z{—w')4iV(—w") e
y=M [ 225 P ]

.Rru {om,

=M (Z(@0) Z(—" )| —M [U (@) U(—0"))} =

Il

(K (@, [0 ) —Ku (o, " ]))-

De aqui, en virtud de la férmula (5.2.32) se deriva que para
w0, o <0

Ko (0, 0) = 512 (0)8 (0—] @' | ) =512 (@) 8 (0—]| &' )] =0.  (5.3.6)

¥l mismo resultado obtendremos también cuando @ << 0, &' =0

lo que, ademés, estd claro directamente de la propiedad de simetria
de la funcién correlativa. Introduciendo una nueva funcién

52 (0) =5 s (J0]), (5.3.7)
podemos escribir la expresién obtenida de la funcién correlativa de la
funcién aleatoria V (w) para todos los valores de o y o en la forma

K, (0, ") =3;(0) 8 (0—a"). (5.3.8)

Ahora bien, la funcion aleatoria ¥ (®) posee completamente las
mismas propiedades que las funciones aleatorias U (w) y Z (w) en la
férmula (5.3.1). Los valores de la funcién aleatoria ¥V (w) para cuales-
quiera valores diferentes de @ y ' no estdn correlacionados. Su dis-
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persién es infinita y la funcidn correlativa es proporcional a la fun-
cién delta.

Sustituyendo en la formula (5.3.7) la expresién (5.2.22) de la den-
sidad espectral s;, (@) y tomando en consideracién que cos | w | © =
= ¢0s @1, obtendremos

[}
s:(0) =+ 5 ks () cos 0T d.
i
Aqui la funcién subintegral es par. Por eso la integral en los

limites de 0 a co puede ser sustituida por la mitad de la integral en
los limites de —oo a oo. Entonces tendremos

Sz (m):-_—é{- 5 e () cos o3F dT. (5.3.9)
Por olro lado, podemos escribir
(ZT;F S Jeye () sen ot dr, (5.3.10)

puesto que la funci6n subintegral es aqui impar y la integral se toma
en limites simétricos. Multiplicande la férmula (5.3.10) por la uni-
dad imaginaria i, sustrayéndola de la férmula (5.3.9) y teniendo en
cuenta que

€08 OT — i Sen ®T = g~ior
obtendremos

52 (0) = 5 5 Fex (1) e— 107 . (5.3.11)

Sustituyamos ahora en la férmula (5.2.23) la expresién de la densidad
espectral s;. (w) de (5.3.7). Entonces tendremos

Ko (1) = 2 5 52 () cos 0T oo, (5.3.12)
[i]

Pero la funcién s, () es par:
8g (o) = 5, (), (5.3.13)

lo que se ve directamente de su definicién (5.3.7) o de la férmula
(5.3.9). Por consiguiente, 1a integral en {5.3.12) es igual a la mitad
de la integral extendida a todo el eje numérico de—oo a 00 y podemos
escribir esta formula en la forma

£--3

ko (T) = j $x (0) cos wr do. (5.3.14)

-0
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Ahora observemos que debido a la paridad de la funcién s, (w) y la
imparidad del seno

0= | s,(w)senwrdr.

g—2

Multiplicando esta igualdad por la unidad imaginaria i, suméandola
miembro a miembro (5.3.14) y tomando en consideracién que

€08 OT + isen ot = g7
obtendremos

Fox (1) = S 82 (0) 297 doo. (5.3.15)

De este modo hemos obtenido la descomposicion espectral de la
funcién correlativa de la funcién aleatoria estacionaria X (f) en forma
compleja.

Poniendo en (5.3.15) © = 0, obtendremos la siguiente cxpresién
para la dispersion de la funcién aleatoria X (f):

De=lk(0)= | se(w)do. (5.3.16)

—o0

Asi pues, hemos obtenido la descomposicién espectral de la funcién
aleatoria estacionaria (5.3.3), que representa su descomposicién en
sumandos infinitesimales no correlacionados de laforma V (@) &' do
que expresan las oscilaciones armédnicas con amplitudes aleatorias
infinitesimales en forma compleja, y las descomposiciones correspon-
dientes de la funcién correlativa ¥ de la digpersién (5.3.15) ¥ (5.3.16).
Las magnitudes aleatorias V(w) e do y V (—ae)e " do cual-
quiera gue sea el valor de w, tienen una misma dispersion igual
a 8, (0) dw. La férmula (5.3.16) enuncia que la dispersion de la fun-
cién aleatoria X (7) es igual a la suma de dispersiones de los sumandos
no correlacionados que forman parte de la expresién (5.3.3.).

Lo expuesto muestra que la funcién s, (0) caracteriza la distri-
bucién de la dispersién de una funcidn aleatoria estacionaria referente
al espectro de frecuencias, al igual que la funcién s,. (©) introducida
en el parrafo anterior. La diferencia entre ellas consiste solamente en
que la funcién s, {®), de acuerdo con el sentido fisico, determina por
completo la dispersién del armonico correspondiente a cada valor
dado de la frecuencia w > 0, mientras que la funcién s, (w) divide
a esta dispersidn en partes iguales entre las dos componentes comple-
jas V (0)elo'dw y V (—w)e ~t du que corresponden al valor dado de
la frecuencia w. Con oiras palabras, en una descomposicién espectral
real (5.2.21) de una funcidén aleatoria estacionaria cada arménico
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estd representado por nn sumando
1U (o) sen of + Z (o) cos wi] do,

correspondiente al valor dado de la frecuencia @ => 0, mientras que
en una descomposicién espectral compleja (5.3.3} cada arménico
estd representado por dos sumandos

Vo) e do y V(—o) e do

v la dispersién de este arménico se divide en partes iguales entre
estos sumandos, Por eso la funcién s, (w) estd determinada sélo
en el campo de frecuencias positivas reales fisicamente, mientras que
la funcién s, (@) estd determinada para todas las frecuencias tanto
pegativas como positivas, aunque las
altimas existen sbélo matemditicamente,
52t Ep la fig. 5.3.1 se muestra la relacién
entre las funciones s, (@) y si. (w).

Como la funcién s, () tiene el mismo
sentido que la s, {(w) y la diferencia
entre ellas se determina solamente por la
forma matemditica de registro de la des-
composicion espectral de una funcidén

Fig. 5.3.1. aleatoria estacionaria real, la funcién

s, (0) se Uama densidad espectral de la

funcidn aleatoria estacionaria X (f) al igual que la funcién 8. (o).

Las foérmulas (5.3.11) y (5.3.15) que ligan la funcién correla-

tiva y la densidad espectral s, (w) representan una forma compleja de
las férmulas de Wiener—Jinchin (5.2.22) y (5.2.23).

En aplicaciones practicas es siempre mas conveniente utilizar
la forma compleja de la descomposicién espectral. Por eso, en lo
sucesivo, al hablar de la densidad espectral, siempre tendremos en
cuenta la densidad espectral s, (@) determinada en todo el eje numé-
tico .

- Ademds de la densidad espectral s, (©), para la descomposicién
‘espectral de una funcién aleatoria estacionaria es conveniente intro-
ducir la funcién espectral

§

I f)

al @

(1]
S, (@)= S 8 (1) dpi. (5.3.17)
Es obvio que la densidad espectral es la derivada de la funcién
espectral:

3, (@) = Sk (0). (5.3.18)

Sustituyendo en la férmula (5.3.17) la expresién (5.3.11) de la densi-
dad espectral y cumpliendo la integracién con respecto a p obtendre-
mos la siguiente expresion de la funcién espoctral a través de la fun-
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cién correlativa:

1T § —gmtor
S (0) — Sz (0) =5 5 ks () 2=—dv.  (5.3.49)

Ejemplo 5.3.1. Para la funci6n correlativa exponencial

ky (1) = DT (5.3.20)
la formula (5.3.11) oirece la siguiente expresién do la densidad espectral:
o
Sx (m]:f—n 5 o~ ®ITI=i07 go
00

Para cumplir la integracién, observemos que | Tl =tcuando v >0y |t | =
= —z cuando t << 0, Por eso, dividiendo el intervalo de integracién en dos
partes, obtendremos

a £
52 (@) =2_Dr:' [ 5 AE—IONT gt 5 ,—{m+iw)td:]=
0

-0

D 1 1
= [ o — b + o tim ]
o hien, reduciendo los guebrados a un comén denominador,
o

D
Ex {m)=T w. {5.3.21)
Esto resuitado concuerda por complete con (5.2.46).
Ejemplo 5.3.2. Para la funcién correlativa
ky (1) ==De~ % ¥l cos wyr (5.3.22)

la férmula (5.3.41) da

o8
5z (m):% j e~ TI=107 aog o1 dt.
=00

Dividiendo el intervalo deintegracién en dos partes y expresando ol coseno
por medio de las funciones exponencinles, obtendremos

0 (1]
o (@)= :3: [ S elo—iatieo) ¥ go o S (E—E—00) T ge
-— ) -

o

oo
i q e (@tHio—t00) T gyt se-—{&-kim-}-imn)'rd.‘]:
b

D 1 1
= Ix [ %+ i (0g — ) T aTmTa T

1 : 1
a—if@g—e) ' i)

+
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Reduciendo los quebrados 4 un cowin denominador y poniendo 2 = o + wf,
obtendremos

_ Du Bt y
S O= T e e o o G3.25)

Ejemplo 5.3.3. Para una funcién correlativa mis general
ke (1)=D¢"% 1" l{eos wyT 4y sen @ | € ]). (5.3.24)

hallamos de un suodo completamente andlogo

D A4iy ; 1—iy
wo=4 [ T e

n 1—iy {4-iy
o—1 (0g — &) ot -1 (g - 1)
o bion, suprimiendo las magnitudes imaginarias,

D[ a—yio—og) , aty(@Tog) 530
= =35 | T o—ap® | o F (ot J° S

Reduciendo los quebrados a un comin denominador, obtendremos
. 2 - 2
D (e-tyeo f+ic—vyoglo? (5.3.26)

Sx (mJ‘=";.'L“° P2 (@ —wl) i ot
Es evidente que la férmula (5,3.23) es un caso particular de esta férmula cuando
= 0. En otro casn particular, cuando y = afw, la formula (5.3.26) toma Ia
orma

_ 2Da pe
e oy e

Este caso particular tione una importancia practica especial, puesto que co-
rresponde a la funcién aleatoria diferenciable X (1) que tiene la derivada con
dispersién [inita S:‘faso el ejemplo 4.6.1).

Resnlvamos ahora el problems inverso: considerando asignada la densidad
espeetral (5.3.26), hallamos la funcién correlativa. Sustituyendo la expresion
(5.2.25) on la férmula (5.3.15), tendremos

(5.3.27)

oo -]
. %~y (0= 4or oyt et ]
by (1) = T [ 5 Fro=ugF eV dw - 5 —_a’+(m+wn)‘ £ de | .
- -0
Sustituyendo lag variables @ = p + wq en la primera integral y 0 = p — o
en la segunda, la férmula obtenida se reduce a la forma

_L T dy petT dp
kg{t)—-n— [Q‘.COB T S W—i"f Sen Wyt 5 WJ .

De aqlili, tomando en consideracién que [véase las f6rmulas {16) y (22) del suple-
miento

-
adpd —ine~®17 5 10,

oo
- TR g et dp ine=*l s 1>0,
o4l i 1 T R
-

obtendremos, ¢omo era de esperar, la f6rmula (5.3.24). En el caso particular,
cuando y = 0, obtendremos para la funcién correlativa la férmula (5.3.22).
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"En el § 5.1 vimos que la derivada de una funcién aleatoria esta-
clonaria diferenciable es siempre estacionaria. Por eso se puede
plantear el problema: hallar la densidad espectral de la derivada de
una funcién aleatoria estacionaria. Conforme a la férmula (5.1.12)
la funeién correlativa de la derivada ¥ (£) = X’ (2) de Ja funcién
aleatoria estacionaria X () es

)
kyy (1) = — ke (T)s wi )
Sustituyendo aqui la expresién (5.3.15) de
la funeién correlativa de la funcién aleatoria
X (#) obtendremos
v ] W
ki (v) = J wisy (@) eterda. Fig. 5.5.2.

—ca

Comparando esta férmula con (5.3.15), vemos que la densidad espec-
tral de la derivada Y (f) se determina por la férmula

sy () = o, (0). (5.3.28)

Asi pues, la derivacién de una funcién aleatoria estacionaria conduce
a la multiplicacién de su densidad ‘espectral por o 2.

De la férmula (5.3.28) se ve que la densidad espectral de la deri-
vada de una funcién aleatoria estacionaria es igual a cero para @ =0
v la curva que la refleja toca al eje .de abscisas en el origen de coor-
denadas (fig. 5.3.2). De aqui resulta que, para que la integral de la
funcién aleatoria estacionaria X (f) sea una funcidn aleatoria estacio-
naria con dispersién finita, es necesario que la densidad espectral
de la funcién aleatoria X (#) y su primera derivada se conviertan
en cero cuande @ = 0

Examinando las expresiones de la densidad espectral obtenidas
en los ejemnplos anteriores, vemos que la integral de la densidad espec-
tral, multiplicada por @? se convergerd y, por consiguiente, la dis-
persién de la derivada de la funcién aleatoria sera finita sélo para la
densidad espectral (5.3.26) cuando' y = a/w,.

Es facil comprender que toda densidad espectral continua s, {®)
que no se convierte en cero cualquiera que sea el valor de w y que
tiende asintéticamente a cero cuando ® — -k oo, se puede aproximar,
con cualquier grado de precisién, por una funcidén fraccionaria racio-
nal, es decir, por la relacién de dos polinomios. En efecto, como es
sabido, toda funcién continua, en cualquier intervalo finito de varia-
cién de la wvariable independiente, puede ser aproximada, con el
grado de precisién deseado, por un polinomio. Puesto que por supo-
sicion, la densidad espectral s, (w) no es igual a cero para ningin
valor de ® y tiende asintéticamente a cero cuando w — 4z ©0, es
conveniente aproximar por el polinomio la magnitud inversa 1/s, (®).
Con ello, la densidad espectral s, {w) serd representada por un que-
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brado racional con numerador constante. Claro esta que al tomar tam-
bién en el numerador un polinomio en vez de la constante, se puede
todavia mis ficilmente alcanzar el grado deseado de precisién de
aproximacién de la densidad espectral. En este caso en la expresién
de la densidad espectral figurardn solamente las potencias pares de ©
puesto que la densidad espectral es una funcién par. Ademés, todos
los coeficientes existentes en el numerador y en el denominador de
la expresién de la densidad espectral serdn reales. Por eso todas las
raices del numerador y del denominador serdn por parejas complejas
conjugadas. Ahora bien, todas las rafces del numerador y del denomi-
nador de la densidad espectral racional fraccionaria siempre se dis-
ponen de un modo simétrico con respecto a los ejes real e imaginario
en el plano de la variable compleja @. Al descomponer este quebrado
racional en quebrados simples, siempre podemos agrupar las fraccio-
nes correspondientes a cada pareja de las raices conjugadas puramente
imaginarias del denominador y las fracciones correspondientes a cada
cuatro raices del denominador dispuestas simétricamente con respec-
to a los ejes real e imaginario. Como resultado obtendremos para cada
cuatro raices complejas dispuestas simétricamente un sumando de la
forma (5.3.25). A los sumandos del primer iipo les corresponderin
en la expresion de la funcién correlativa las funciones exponencia-
les, mientras que a los sumandos del segunto tipo les corresponderén
las funciénes de la forma (5.3.22) o (5.3.24). Asfi pues, vemos que la
funcién correlativa de practicamente toda funcién aleatoria estacio-
naria se puecde aproximar, con un grado de precision cualquiera, por
una combinacién lineal de las tres funciones correlativas tipo exami-
nadas en los ejemplos anteriores.Esto es lo que determina la importan-
cia de las tres funciones correlativas tipo estudiadas.

Esta claro que, al igual que en todos otros problemas de aproxima-
¢idn, la representacién aproximada de la funcién correlativa obtenida
por esta via no sera unica.

Para calcular la integral (5.3.16) al determinar las dispersiones
de las funciones.aleatorias estacionarias valiéndose de las densidades
espectrales conocidas, se puede aplicar la férmula

F j‘" by (G622 by (03744 B () brmg g
P 4 T TagUopRFas (0T an-ioan P

i 1)ﬂ+1;,iaf,—’;. (5.3.20)

donde D, es el determinante de enésimo orden que se obtiene por la
regla siguiente: en la diagonal principal se ponen los coeficientes
ay, @s, . - -, @, ¥ los sitios vecinos a ellos se llenan por aquellos de
los coeficientes ag, @y, . « ., @ que entran en la linea dada de modo
que sus nimeros en cada linea se dispongan en orden decreciente;
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los sitios que quedan libres se llenan de ceros
ag ag 0 0 0 0...0
Qg Gp @ & 0 0...0
D,=|a; a; a a ay ap...0

(5.3.30y

A, es el determinante que se obtiene sustituyendo en D, los elemen-
tos de la primera columna por los coeficientes g, byy .+ +y bpy
by ao 0 0 O 0...0
by a; a, a 0 0 ...0 : : i
An=|ba ay as a2 ay Q... 0 (5.331)
bpy © O 0 0O O an
en particular
n by

b 1 2g — 442,

L=fit, he=— R,
by ay U 0
bg ay 0 bl > g g
b a o by a4 a; @y
|0 & | posie & B g
g a 0 % la ag 0 O
A3 dapy & Gy & Oy Gy
0 0 a 0 ay a; ay
0 0 0 a

§ 5.4. Nocién de ruide bluneco

Examinemos la funcién aleatoria estacionaria X (f) con la densidad
espectral constante sg. Su funcién correlativa, en virtud de la fér-
mula (5.3.15), es

ke (T)=25; j elot day,
Pero conforme a la férmula (2.2.22) que expresa la funcién delta
impulsiva en forma de la integral de Fourier
oo
5 &1t doy = 218 (t).

Por consiguiente, la funcién correlaliva de una funcidén aleatoria
estacionaria con densidad espectral constante s; se determina por
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la formula
ke (7)) = 21 85 6 (7). (5.4.1)

La funcién aleatoria estacionaria con densidad espectral constan-
te se llama ruido blancoe estacionario. Este nombre se explica por
cierta analogia que tiene tal funcidn aleatoria con la luz blanca: la
luz mencionada representa la suma de todas las componentes espec-
trales que poseen una misma intensidad; el ruido blanco es la suma
de las oscilaciones armdnicas de todas las frecuencias que tienen una
misma dispersiéon de amplitud. Con otras palabras, la luminosidad
sumaria de la luz blanca estd repartida uniformemente en componen-
tes espectrales, es deeir, en frecuencias de las oscilaciones electro-
magnéticas que la eomponen; la dispersién sumaria del ruido blanco
estd repartida uniformemente en frecuencias de las oscilaciones
arménicas que lo componen.

El multiplicador adjunto a la funcién delta

v o= 25 8 (5.4.2)

se denomina intensidad del ruido blanco estacionario. La funcidn
correlativa del ruido blanco estacionario se expresa por medio de la
intensidad del mismo por la férmula

ky (z) = v5 (7). (5.4.3)

La férmula (5.4.2) muestra que la intensidad del ruido blanco
estacionario es igual a la densidad egpectral del mismo multiplicada
por 2z y, al contrario, la densidad espectral del ruido blanco estacio-
nario es igual a la intensidad del mismo dividida por 2n.

Generalizando la nocién de ruido blanco, llamemos ruidoe blanco
a toda funcién aleatoria cuya funcién correlativa contiene como
multiplicador la funcién delta. En concordancia con esta definicién
la funcién correlativa del ruido blanco X () se determina por la
férmula

Kelt, )Y=G)8(—t)=VEG ()G (L) b(t—2). (5.4.4)

La funcién G () que representa el multiplicador adjunto a la
funcién delta en la expresion de la funcién correlativa del ruido blanco
se denomina intensidad del mismo. En el caso particular, cuando
la intensidad del ruido blanco es constante, éste es estacionario.
En-el caso general, siendo variable la intensidad, el ruido blanco no
es estacionario.

La férmula (5.2.32) muestra que las funciones aleatorias U (w)
¥ Z (o) son ruidos blancos que tienen una misma intensidad igual
a la densidad espectral sy, (®) de la funcién aleatoria estacionaria
X (t). Semejantemente la férmula (5.8.8) muestra que la funcién
aleatoria V () representa un ruido blanco cuya intensidad es igual
a la densidad espectral s, (0) de la funcién aleatoria estacionaria
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X (2). La férmula (5.2.21) ofrece la expresién de la funcién aleatoria
estacionaria X () por medio de los ruidos blancos realés no correla-
cionados U (w) y Z (w). Andlogamente la férmula (5.3.3) expresa la
funcién aleatoria estacionaria X (2) mediante el ruido blanco com-
plejo v {w).

En el caso general, el ruido blanco V {w), al igual que los ruidos
blancos U (w) y Z (w)}, es no estacionario. Por eso la fé6rmula (5.3.3.)
expresa en el caso general la funcién aleatoria estacionaria del tiem-
po X (f) por medio del ruido blanco no estacionario de la frecuencia
V (w). Y solamente en el caso particular, cuando la densidad espec-
tral 8, es constante, la férmula (5.3.3) expresa ¢l ruido blance-estacio=
nario del tiempo X (f), que tiene la intensidad 2nsy, mediante el
ruido blanco estacionario de la frecuencia V (@) cuya intensidad ‘es
igual a $5. Asi pues, en este caso el ruido blanco estacionario X (1)
tiene la densidad espectiral s, y la intensidad 2ns, y el ruido blanco
estacionario V (w) tiene la intensidad s,.

El ruido blanco es el tipo mas simple de una funcién aleatoria
debido a que sus valores, siendo diferentes los valores del argumento,
no estin correlacionados. A la expresién de una funcion aleatoria
mediante una funcién aleatoria mas simple (ruido blanco) la lla-
maremos representacion candnica integral de la funcidén aleatoria. Las
formulas (5.2.21) y (5.3.3) dan las representaciones candnicas integra-
les de cualquier funcion aleatoria estacionaria. Las representaciones
candnicas integrales de las funciones aleatorias son muy cémodas para
las aplicaciones. Precisamente esto explica el gran papel que desem-
peian las descomposiciones espectrales (5.2.21) y (5.3.3) en las apli-
caciones de la teoria de funciones aleatorias estacionarias.

En la naturaleza no hay ruidos blancos perfectos del tipo de la
funcién delta. Esto se oxplica por el hecho de que en la naturaleza
no existen objetos pni procesos carentes por complelo de inercia. Por
eso en todo fendmeno fisico el valor de la funciom aleatoria en el
punto dado deltermina también en cierto grado los valores de la
misma en otros puntos cercanos. No existe tal magnitud fisica cuyo
incremienio durante un intervalo de tiempo por muoy pequeiio que
sea pudiera ser tan grande como se quiera. Para crear un proceso
aleatorio con el cual alguna magnitud fisica obtuvicra ininterrnm-
pidamente incrementos aleatorios con dispersion infinita se exigiria
una potencia infinita. Por eso en la naturaleza existen solamente
tales funciones aleatorias cuyes valores, en los puntos suficiente-
menie proximos, estan-correlacionados.

Asi pues, la nocidn de ruido blanco es solamente una abstrac-
cién matemiitica coémoda. No obstante, como siempre en la pricti-
ca, no hay ninguna necesidad de que los objetos reales correspondan
exactamente a los conceptos cientificos abstractos, en particular,
no hay ninguna necesidad de gue exista un ruido blanco perfecto.
Pricticamente el tiempo y otras magnitudes fisicas s¢ miden siempre

15—-0048
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con precisién hasta cierto intervalo y todos los valores de la magnitud
examinada, la diferencia entre los cuales es menor que este intervalo,
se consideran como coincidentes. Por eso, desde el punto de vista
prictico, la funcién aleatoria puede ser considerada como un ruido
blanco siempre que la correlacion entre sus valores se haga extensiva
solamente a los intervalos de variacidn del argumento que son menores
yue el intervalo minimo perceptible a la precision de mediciones
adoptada. Con otras palabras, la funcién aleatoria puede considerarse
¢omo un ruido blanco si el intervale de correlacion de la misma es
menor que el intervalo minimo perceptible. Con ello, se llama inter-
valo de correlacién a lal intervalo minimo que los valores de la fun-
cién aleatoria divididos por cualquier intervalo mas grande se puedan
considerar practicamenie no correlacionados. Esta definicidon muestra
que la nocién de intervalo de correlacion es puramentle prictica y no
es un concepto matemdtico riguroso. Por eso para una misma fun-
cion aleatoria el intervalo de correlacién tendra diferentes valores en
dependencia de cudles sean los valores del coeficiente de correlacion
que vamos a considerar despreciablemente pequeios.

Supongamos que una funcién aleatoria estacionaria con funcién
correlativa k, (1) puede ser considerada pricticamente como ruido
blanco. Surge la pregunta: dcémo determinar la intensidad de este
ruido blanco? Para responder a esta pregunta, observamos que para
un ruido blanco perfecto, en virtud de (5.4.3), la intensidad se deter-
mina por la formula

ve= \ ki (7)dr. (5.4.5)

g

Por esta misma férmula se determina naturalmenle también la in-
tensidad de un ruido blanco real con funcién correlativa k. (t)
distinta de la funcidn delta. En virtud de (5.3.11) la integral en el
miembro derecho de la férmula (5.4.5) pueds ser expresada por medic
del valor de la densidad espectiral para 7 = 0. Como resultado la
formula (5.4.5) tomard la forma .

v = 2n s, (0). (5.4.6)

Es obvio que una funcién aleatoria estacionaria cuyas funcién
correlativa y densidad espectral se determinan por las férmulas

ke (1) = De~a17, s, (@) =2 =%, (5.4.7)
pricticamente puede ser considerada como ruide blanco (ruido blan-
co real) siempre que o sea suficientemente grande. En efecto, euan-
do o es suficientemente grande, el valor de la funcién correlativa
exponencial serd tan pequefio como se quiera para T 5% 0 cualquiera,
Por eso, cuando ¢ es Jo bastante grande, el intervalo de correlacién de
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esta funcién aleatoria serd tan pequeno como se quiera. Con ello,:su
densidad espectral sera practicamente constante en una gama consi-
derable de frecuencias. Es evidente que la gama de frecuencias en la
cual la densidad espectral (5.4.7) puede considerarse pricticamente
constante puede ser hecha tan grande como se quiera eligiendo
@ suficientemente grande. En virtud de (5:4.6), la intensidad de este
tuido blanco real es igual a 2D/a, es decir, a la dispersién del mismo
multiplicada por 2/e.

Ahora bien, la densidad espectral de cualquier ruido hlanco
estacionario real no es constante, pero puede considerarse practica-
mente constante en cierto intervalo de frecuencias fuera del cual
ella tiende a cero.

Ejemplo 5.4.1. lin el ejemplo 4.2.7. fue mostrado que la funcién correla-
tiva de la corriente que pasa por el circuito compuestd de un condensador de
capacidad €, cargado pot el flué‘o de particulas cargadas, y de una resistencia
R es funcién exponencial de la diferencia de los argumentos |férmula (4.2.43)).
Examinemos un case particular en que la media de la carga de cada particula
g es igual a coro. En este easo la funcién correlativa de la corriente que pasa por
el circuito se determina por la firmula

D i
kig=t2e T

donde 7 = RC es la constante del tiempo del circuito y | es la densidad media
del flujo de particulas que van a parar al condensador (la esperanza matemti-
ca del ndmero do particnlas en la unidad de tiempn). Supongamos que la den-
sidad media del flujo de particulas u crece ilimitadamente, mientras gue la
magnitud de carga de cada particula va disminuyendo de modo que el producto
ul) quede constante, igual a v. En este caso

G e (7]

T

2= L

Cuando T — 0 esta funcién tiendo a cern para cualquier T == 0 ¥ &; {0) — oo,
La integral de esta funcién, en los limites infinitos, queda en este caso constante,
igual a v. Asi, para pequefios valorey de la constante de tiempo T, lu corriente
que pasa por el circuito es proxima al ruido blanco con intensidad v. En el limite
para T = 0, la corriente en ¢l circuito representa un rnido blanco estacionario
perfecto. Asi pues, el ruido blanco perfecto se pueds representar fisicamente como
una sucesién continua de impulsos infinitesimales no correlacionados que
giguen uno tras otro con densidad media infinita.

Observamos que en el ejemplo examinado el ruido blanco perfecto se obtie-
ne solamente cuando T = 0, es decir, durante la descarga del condensador,
que va cargado por el flujo de particulas, a través de una resistencia nula. Puesto
que en la naturaleza no existe la resistencia igual a cero, so puede hiablar sola-
mente de una resistencia muy pequefia. Eslo ilustra el hecho de nque no existe
un ruide blaneo pecfecto, gino que existen solamente funciones aleatorias pré-
ximas al ruido blanco.

Ey (v)y=

Para reflojar Ja limitacién de la gama de frecuencias en la cual
la densidad espectral es constante, se introduce generalmente la
nocién de ruido blanco de banda. Se denomina ruidoe blanco de banda
a una funcidn aleatoria estacionaria cuya densidad espectral es cons-

15



228 Cap. 4 Funciones aleatorias estacionurias

tante en cierta gama de frecuencias y es igual a cero fuera de esta
gama: |
L S si ey,
S« (0) = 0 si o> (5.4.8)
Sustituyendo esta expresién de la densidad espeetral en la férmu-
la (5.3.15), hallamos 1a funcidn correlativa del ruido blanco de banda:

Moo . LT et
ko (T) = 8o s e de =8y
- _.(do
o bien
259 4 ¢
Fix (7) = =7- sen @gr. (5.4.9)

Sustituyendo la expresién (5.4.8) de la densidad espectral en la fér-
mula (5.3.16), hallaremos la dispersién del ruide blance de banda:
@

Dx=Fky (0)= }' $o 00 = 2540, (5.4.10)

Asi pues, la dispersién del ruido blanco de banda es finita. Desde
este punto de vista él os mas real que el ruido blanco perfecto. Sin
embargo, tampoce los ruidos blancos de banda existen en la naturale-
za, puesto que no es posible una variacion discontinua de la densidad
espectral hasta el cero con el valor dado w, de la frecuencia.

La féormula (5.4.9) muestra que los valores del ruide blanco de
banda en los puntos, divididos por cualesquiera intervalos multi-
ples de m/wg, no estan correlacionados, Asi, los términos de toda
secuencia aleatoria formada por log valores del ruido blanco de
banda en los puntos equidistantes, divididos por el intervalo m/wq,
no estan correlacionados. Con otras palabras, la secuencia aleatoria
de los valores de un ruide blanco de banda, tomados cada intervalo
/@y, se puede considerar como ruido blanco discreto, es decir, como
sucesién de impulsos aleatorios no correlacionados. Por eso el ruido
blanco de banda desempeiia el mismo papel en la teoria de secuencias
aleatorias-que el ruido perfecto en la teoria de procesos aleatorios
del argumento gue varia continuamente.

§ 5.5. Funciones aleatorias estacionarias ergbdicas

Para determinar la esperanza matemdética de una funcién alea-
{oria es necesario conocer su densidad unidimensional de probabili-
dad. En el caso en que las craracteristicas probabilisticas de la
funcién aleatoria no son conocidas, entonces, para la determinacién
experimental de su esperanza matem#tica, hay que observar un
namero suficientemente grande de sus realizaciones para cada valor
dado del argumento . Entonces, conforme a los resnltados del ejem-



§ 5.5. Funciones aleatorias estacionarias ergédicas 229

plo 3.9.2, la media aritmética de la funcién aleatoria para cada valor
de ¢, tomada segin todas las realizaciones observadas, puede consi-
derarse como valor de su esperanza matemdtica para esta {. Con otras
palabras, para la determinacién experimental de la esperanza mate-
mética de una funcién aleatoria, se necesita obtemer un nimero bas-
tante grande de sus realizaciones y tomar el valor medio de estas
realizaciones para cada valor dado del argumento . Pero la esperan-
za matemdtica de una funcién aleatoria estacionaria es constante.
Por eso cabe preguntar: ¢ se podria utilizar para la determinacion
experimental de la esperanza matemdtica de una funcién aleatoria
estacionaria los valores de una realizacién suya para diferentes
valores del argumento en vez de los valores de un gran namero de
diferentes realizaciones para un mismo valor del argumento? Y en
general gse podria aprovechar la circunstancia de gue las caracteris-
ticas probabilisticas de las funciones aleatorias estacionarias no
cambian, cualesquiera que sean los decalajes en tiempo (o en general
a lolargo del eje del argumento), y determinar las caracteristicas
probabilisticas de la funcién aleatoria estacionaria por una realiza-
cién suya, desplazdindola por el eje del argumento mediante todos
los procedimientos posibles? Para resolver esta cuestion, pongamos en
claro cudles son las condiciones en que una sola realizacion de la
funcién aleatoria estacionaria, desplazada por el eje del argumento
mediante todos los métodos posibles, puede sustituir una gran canti-
dad de realizaciones que se observan al tener el argumento un solo
valor fijo.

Mas exactamente, hallemos las condiciones en que la esperanza
matemditica de una funcién aleatoria estacionaria puede ser determi-
nada como valor medio en tiempo de las ordenadas de una realiza-
cién suya tomada arbitrariamente. Con otras palabras, defermipe-
mos cuales son las condiciones en que paracualquier realizacién z (7)
de la funcién aleatoria estacionaria X () tiene lugar la igualdad
aproximada

1
m,zT

£y

z(t) di. (6.5.1)

Es obvio que la integral del segundo miembro de esta férmula tiene
diferentes valores para distintas realizaciones posibles de la funcion
aleatoria X (¢). Por eso los valores del segundo miembro de la fir-
mula (5.5.1), correspondientes a distintas realizaciones posibles
de la funcion aleatoria X (#), son valores posibles de la magnitud
aleatoria

P
'%:%jxmn (5.5.2)
0
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L4 esperanza matemitica de esta magnitud aleatoria cs, evidente-
mente, igual a m, puesto que la esperanza matematica de la funeién
aleatoria estacionaria X (¢} es constante e igual a m,. Por eso, para
que se pueda eseribir la igualdad aproximada (5.5.1), es necesaria
y suficiente la pequefiez de la dispersién de la magnitud aleatoria
¥7. En virtud de la férmula (4.7.5) para la dispersién de la integral
de la funcién aleatoria, la dispersion de la magunitud aleatoria Y
se expresa por la férmula

DYyl =1 {% f X[t}d:—m_\.}z] S
: 1}

TT
=7 | {ree—nyaar. 5539
v o

Esta formula muestra que la dispersion de la magnitud aleatoria Y
¥, por lo tanto, el error cuadratico medio de la igualdad aproximada
(5.5.1), se puede hacer tan pequefia como se
quiers eligiendo un valor de 7 bastante
grande, siempre que el valor medio de la
funcién correlativa en el cuadrade con el
lado T tienda a cero al aumentar ilimita-
damente el lado de este evadrado. La condi-
cion suficiente para esto es la existencia de
un tal valor vy que la funcién correlativa
k. (t) pueda ser considerada practicamente
ignal a cero para |t |17, Con otras pala-
bras, para que la dispersién de la magnitud
aleatoria Y, tienda a cero cuando T — oo,
es suficiente que exista el intervalo finito de correlacién de la fun-
cion aleatoria estacionaria X (f).

Para demostrar la afirmacién expuesta, supongamos que para
cualquier ¢ > 0 existe tal 15 >>0 que

[k {t) 1 <<e si|v|> 1, (5.5.4)

Dividamos el cuadrado 0 << ¢, ¢’ < T en tres zonas con ayuda de
lasrectas t — ¢ = &£ 1. (En la zona Sy, sombreadaen la fig. 5.5.1,
la funcién correlativa no sobrepasa su valor en la diagonal &, (0) =
=D_ y en las dos zonas restantes, seiialadas en la fig. 5.5.1 por la
letra Sy, la funcién carrelativa es menor que e. Por consiguicnle,

7T

E ih (—U)dtdl < D, irea S,+e drea Sy (5.5.5)

Pero el area de la zona 8, es menor que 7 V2 .1,)/2 = 27 7, yel
drea sumaria de las zonas seiialadas por la letra S, es menor que el
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area del cuadrado T%. Por lo tanto,

T T
{ [ ee—rrara <2DuFrotel?
oob

TT
- ikr (t—t)yddy <2 e (5.5.6)

(1]
Debido & la pequefiez arbitraria de e, el segundo miembro de esta
desigualdad se puede hacer tan pequeiio como se quiera eligiendo un T
suficientemente grande. Ahora bien, de (5.5.3) y (5.5.6) se deriva que
la dispersion de la magnitud aleatoria ¥ tiende a cero para I' — 0
si la funcién correlativa de la funcion aleatoria X (f) tiende a cero
para T -—» 00,

Las funciones aleatorias estacionarias para las cuales la toma de
un valor medio probabilistico por una numerosidad de Lodas las rea-
lizaciones posibles se puede sustituir, al caleular las esperanzas mate-
méiticas, por la toma de un valor medio simple del tiempo de una
sola realizacién tomada arbitrariamente, se denominan ergddicas.
En dependencia de cuiles son las magnitudes, ligadas con la funcion
aleatoria en cuestién, cuyas esperanzas matemdticas se puede calou-
lar a base de una sola realizacién suya (cualquiera) tomando un va-
lor medio del argumento, se puede hablar de diferente grado de
crgodicidad. Jn partieular, acabamos de demostrar que la tendencia
de la funcién correlativa k. (1) a cero para T —- oo es una condicién
suficiente de ergodicidad de la funcién alealoria estacionaria con
respeeto a la esperanza matemdtica.

La desigualdad (5.5.6) muestra que la dispersién de la magnitud
aleatoria ¥, depende de la relacién entre la longitud de registro T
de la realizacién de la funcion aleatoria X (f) y el intervalo de co-
rrelacién 2 7, de la misma. Asf pues, para poder escribir la igualdad
aproximada (5.5.1) es necesario que la longitud de registro 7' de la
funcién aleatoria cstacionaria X (£) sea lo suficientemente grande
en comparacién eon su intervalo de correlacion. Hablando metaféri-
camente, se puede decir que la igualdad (5.5.1) es vilida si el inter-
valo de registro T de la funcién aleatoria X (#) es lo suficientemente
grande para que se manifieste bien su cardcter aleatorio.

Ejemplo 5.5.1. (Cudl longilud de registro de la funcidén aleatoria estacio-
naria X (£), que tiene la [uncidn correlativa De™* I7l Jebe tomarse para detor-
minar su esperanza matemdtica por la férmula (5.5.4) con un error cuadrélico
medio que no supere a |/ D/0O?

Segin los datos, la dispersién de la magnitud aleatoria Yo, wo debe suporam
on este caso a D/100. Por eso elegimos & = /200 v hallames v, partiendo d
la condieidn

D

De%T0 —
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Obtenemos 1y = 5,8/, Para que ¢l primer sumando del segundo miembro de
la desigualdad (5.5.6) no supere a D/200, cs suficiente clegiv la longitud de
registro T, partiendo do la condicidn

2Dty D
T T2
De aqui hallamos 7/, = 400 o T & 2120/%. Do este modo, para que el error
cuadritico medio, al determinar la esperanzs matemitica de la funcién aleatoria
por In férmula (5.5.1), no exceda el 10% con respecto a la desviacién cuadratica
media de la funeidn aleatoria, en sste caso es suficiente registrar la realizacién

de la funcidn aleatoria en el interyalo T 200 veces mayor gue el intervalo de
correlacién  21,.

El valor de la funcién correlativa k, (to) de la funcién aleatoria
estacionaria para cualquier T, es la esperanza matemitica de la fun-
cién aleatoria Z (1) = X°{f) X (¢ - 1)

Fig (o) = MX (£) X (1 + 1o)] = M [Z (B)]. (5.5.7)

Por eso en ciertas condiciones la funcién correlativa de una funcidu
aleatoria ecstacionaria también puede determinarse a base de una
sola realizacién de esta funcién aleatoria tomando su valor medio
referente al tiempo. Esto es posible si Ia funcién aleatoria Z (f) es
ergodica con respeeto a la esperanza matemaética. La condicién sufi-
ciente de su ergodicidad es la tendencia a cero de su funcién correla-
tiva &, (1) para |1 |— o0 que se determina, evidentemente, por
el momento de cuarto orden de la funcidn aleatoria X (#). Calculemos
la funcién correlativa de la funcién aleatoria Z () para el caso cuan-
do la funci6n aleatoria estacionaria X (f) estd repartida normalmente.
Para esto hallemos primeramente el momento inicial de segundo
orden de la funcion aleatoria Z {1):

LEGt+)=MIZBHZ(E+ )=
=MIX°X @+ 1) X0+ 1) X0 (¢ + to--T)].

Asi pues, el momento inicial de segundo orden de la funcién aleatoria
Z (t) representa el momento central de cuarto orden de los valores de
la funcién aleatoria X () para los valores del argumento ¢, ¢ -+ 1o,
i~ T, t=+ 15+ 1. Expresando este momento mediante la funcién
correlativa de la funcién aleatoria X (¢) por la formula (3.11.34),
obtendremos

Lot 2 1) =k (vo) +E: (7) + e (T + 10) A (T — 7).

Aplicando la férmula {4.2.12) que liga la funcién correlativa de una
funcién aleatoria con la esperanza matemética de la misma y con
el momento de segundo orden, y teniendo en cuenta que la esperanza
matemitica do la funcitn aleatoria Z {f) es igual a k. (t,), hallamos
la funcién correlativa de la funcién aleatoria Z (¢):

b (1) =Tt t47) — KX {To) = K& (0) + ke (v 70) o (v — ). (3.5.8)
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De aquf se ve que la condicién &, (t)—0 para |t |— oo es suficien-
te para la ergodicidad de la funcién aleatoria Z () con respecto a la
esperanza matemdtica y para la ergodicidad de la funcién aleatoriax
X () con respecto a la funcidn correlativa.

Asi pues, el decrecimiento ilimitado de la funcién correlativa
de una funcién aleatoria estacionaria normalmente repartida para
|t | > oo, es la condicién suficiente de su ergodicidad tanto con
respecto a la esperanza matemética como con respecto a la funcién
correlativa. Al cumplir esta condicién, la-funcién correlativa de una
funcién aleatoria estacionaria X(f) normalmente repartida, cuando
el valor de 7 es lo suficientemente grande, puede ser determinada
aproximadamente por la férmula ‘

T

oy (50) = - § (1) (¢t + o) de =

T
- (E@-—mils@tg—mia. (6559
U

Ejemplo 5.5.2. Las funciones aleatorias estacionarias normalmente re-
partidas, con las tres funciones correlativas tipo examinadas en los pérralos
snteriores, que contienen como multiplicador upa funcién exponencial, son
ergbdicas tanto con Tespecto a la esperanza matemdtica como con respecto a la
funcién correlativa, puesto ciu.e todas estas funciones correlativas tiengeu a cero
cuande | © | — oo. Por eso las esperanzas matemdticas y las funciones correla-
tivas de las mismas se pueden determinar por las férmulas (5.5.1) ¥ (5.5.9)
para un valor de 7 lo suficientemento grande.

Ejemplo 5.5.3. Para una funcién alsatoria estacionaria sinusoidal de fro-
cuencia determinada X (f) = U sen wot+ Z cos wet, MUl = M [Z] =0,
D [U] = D [Z] = D, no se cumple la condicién suficiente de ergodicidad, pues-
t0 que su funcién correlativa k. (1) = D cos @wgy no tiende a cero euando | T | -
—+ 0. Para establecer si ésta es ergbdica o no, calculemos para ella los segundos
miembros de las férmulas (5.5.1) ¥ {5.5.9). Obtendremos

T T
My=—t S X(@at=—g | (U senoyi+7 cosagt) 2t =
it 0

1
n vy [U (1—cos @T)+Z sen wyT].

De aqui se ve que el segundo miembro de la f6rmula (5.5.1) tiende en este caso
a cero, s decir, a la esperanza matemdtica de la funcién aleatoria para T — oo.
Por lo tanto, la funcién aleatoria estacionaria sinusoidal es ergédica con res-
pecto a la esperanza jnalematica. De un mode semejante hallamos

T
K (\'o)z-;;; S X ()X (7o) dt =~ U‘z;—zz €08 Ty

4]

pila grandes valores de T. De agui se ve que el segundo miembro de la forwu-
la (3.5.9) es aproximadamente proporcional al euadrado de la amplitud aleatoria
A2 == %2+ %2 de 1o sinusoide y por eso tiene difereutes valores para distintas
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realizaciones. Por consiguionte, la funcidn aleatoria estacionaria sinusvidal no
es ergddicu con respecto a la funcién correlativa. Para confirmar esta deduccion,
caleulemos ademds la dispersién de la magnitud alealoria K% (t,) suponiendo
que las magnitudes aleatorias U y Z estin repartidas normalmente. Teniendo
en cuenta gue su vsperanza matematica es igual a la funcion correlativa k&, (vo) =
= [} cus myTy, obtendremos
B4 Z2 2
DKL {ty)| = M [(E—g—z €08 wyTy— D cos No‘in) :|=

=M [%}‘Uf_ﬁ_g ({2 +Z2)+Dg] cos? @y,

Pero para las magnitudes aleatorias normalmente repartidas el momento central
de cuarto orden es ignal al cuadrado triP]icado de la dispersién [véase la farmu-
la (2.5.11)]. Por eso M [[M] = M |Z%] = 3D* y obtendremos

DK% (T}l = D? cos® wgTe.

Ejemplo 5.5.4. Cualquier funcign aleatoria estacionaria con realizaciones
puramente sinusoidales no es ergédica con respecto a la funcién correlativa
incluso si su fumcién corrclativa tiende a cero cuando |t |— oo, En efecto,
si la funcién aleatoria estacionaria X (#) se determina por la formula

X (1) = my + U sen Qt -- Z cos Qt,
donde U/ y Z son magnitudes aleatorias no cerrelacionadas, con esperanzas
matemdticas iguales a cero y dispersiones iguales a D, y Q es cualquier magnitud

aleatoria no negativa, independiente de las magnitudes U, Z, enton-
<es, conforme a los resultados del ejemplo anterior

T

M;:% 5 X (1) dt ~~ my,
a
.
34 7%
K2 (10)2% S X0 (t) XO (¢ o) dt ~ 2 ;"? cos Qg
L]

para graudos valores de T. La primera férmula muestra que la funcibn aleatorfa
con realizaciones juramente sinusoidales es ergddica con respecto a la esperanza
matemdtica. La segunda formula muestra que el segundo miembro de Ja férmu-
1a (5.5.9) ticnde a diferentes limites para distintas realizaciones cuando I'— oo
¥ no tiende, para ninguna realizacién, a la funcién correlativa.

Los sjemplos examinados muestran que ninguna funcion aleato-
ria estacionaria, todas las posibles realizaciones de la cual son sinu-
soides, puede ser ergédica con respecto a la funcién correlativa y, por
congiguiente, su funcién correlativa no puede ser calculada con ayuda
de una sola realizacién. En el § 5.2. vimos que, cualquiera que sea
la funcién correlativa k. (t), siempre existen funciones aleatorias
estacionarias, con realizaciones puramente sinusoideales, que tienen
esta funcién correlativa. Por eso a toda funcién correlativa k, (7} le
corresponden siempre funciones aleatorias estacionarias tanto ergd-
dicas como no ergbdicas con respecto a la funcién correlativa. Por
lo tanto, conocicndo solamente la funcién correlativa de una funcién
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aleatorin estacionaria, mo se puede determinar si es ella ergddica
con respecto a la funcioén correlativa o no. Para resolver esta tues-
tién, siempre se necesita disponer de una informacién adicional acerca
de las caracteristicas estadisticas dela funcién aleatoria estacionaria,
por ejemplo, conocer que la funeién aleatoria estd repartida normal-
mente, Como vimos, si se trata de funciones aleatorias estacionarias
normalmente repartidas, basta, conocer la funeién correlativa para
resolver la cuestién acerca de la ergodicidad *).

Hemos visto que para una funcién aleatoria estacionaria, ergddica
con respecto a la esperanza matemética y la funcién correlativa, la
esperanza matemética ¥ la funcién correlativa pueden ser calculadas,.
por una cualquiera de sus realizaciones, por las férmulas (5.5.1)
y (5.5.9), con ello, la fluctuacién de los resultados de los cédleulos
para distintas realizaciones tiende a cero al aumentar ilimitadamente
Ia longitud de las realizaciones 7'. Eslo da razon para sustituir en las
formulas (5.5.1) y (5.5.9) la realizacién de la funcién aleatoria por la
propia funcién aleatoria y, pasando al limite, escribir las igualdades
exactas

T
. 1 3
c=lim -~ O X, 5.5.10
m TL’EJQ @, (5-5.10)
T
I (¥) =;_Eg;—. ﬁ X0 (2) X° (¢ + 1) di. (5.5.11)
1]

Iin estas formulas el limite debe entenderse en el sentido probabilis-
tico, es decir, en el sentido de que la esperanza matematica del cua-
drado de la diferencia entre la magnitud y su limite tiende a cero (el
asi llamado Ilimite en la medic cuadrdtica). Poniendo en la férmula
(5.5.11) T = 0, obtendremos Ja siguiente férmula para la dispersion
de una funcién aleatoria estacionaria, ergodica con respecto a la
funcidn correlativa:

L'
De=1im = [ 1X° (0))2 dt. (5.5.12)
T=to0

b

Expongamos ahora la interpretacién fisica de la nocién de densidad
espectral de una funcion aleatoria estacionaria. Para esto examinemos
la funcion aleatoria estacionaria X (f) ergddica (con respecto a la
funcidn correlaliva).

Lin les problemas practicos la funcién aleatoria X (£) representa
frecuentemente la corviente o la tensién existente en cierto eircuito,

%) Vimos qgue siempre basta conocer la funcién correlativa para juzgar
acerea de la ergodicidad de la Muneién aleatoria estacionaria con respecto a la
esperanza matemitica. De agul se puede deducir que para juzgar sobre la er-
godicidad de una funcidn aleatoria estacinnaria con respecto a la funcidn corre-
lativa es suficiente conocer el momento de enarto orden de esta funcidn aleatoria.
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Con ello, la esperanza matematica m, es la componente constante de
corriente o de tensién, mientras que la [uncién aleatoria centrada
X (t) representa las fluctuaciones de la corriente o de la tensién.
La magnitud [X° (#)}* es la potencia instantédnea de la corriente de
fluctuacién, en la resistencia unitaria y la magnitud

T

W= [ (X°(1)]2 dt (5.5.13)

u
os la potencia media de la corriente de fluctuacion en la resis-
tencia unitaria. Pero conforme a la formula (5.5.12) la magnitud W
para la funcién aleatoria estacionaria ergédica X(#) mo difiere prac-
ticamente de la dispersién de la funcién aleatoria X(t) para T' lo
suficientemente grande, debido a lo cual se puede escribir

T

W= {xe@rd~ D (5.5.14)
)
o bien, teniendo en cuenta (5.3.16)
T 0o
— S[X*'(mﬂdtm 5 5 (@) do. (5.5.13)
o —ea

Fsta formula muestra que Ja densidad espectral s, (w) caracteriza
en este caso la distribucioén de la potencia media de las flucluaciones
de la corriente en el espectro de frecuencias. Debido a este sentido
fisico de la densidad espectral, a ésta se le llama con frecuencia
densidad especiral de potencia de una funcién aleatoria estacionaria.

La férmula (5.5.15) muestra que las fluctuaciones de corriente
pueden tener una densidad espectral constante solamente en agquel
caso cuando la potencia media de estas fluctuaciones es infinita. Esto
confirma la deduccién hecha en el parrafo precedente de que el ruido
blanco no puede existir fisicamente.

§ 5.6. Densidad espectral reciproca de dos funciones
aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente

Hallemos la funcién correlativa reciproca de dos funciones aleato-
rias estacionarias X(f) e ¥{f). Para esto representémoslas por las
descomposiciones espectrales en forma compleja:

X () =met j V (o) et do, (5.6.1)

Y (1) =m,+ j W (@) et do, (5.6.2)
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donde V(w) y W(w) son dos ruidos blancos complejos cuyas inten-
sidades son iguales a las densidades espectrales s, (©) ¥ sy (©) delas
funciones aleatorias X(f) e Y(t) respectivamente. Para determinar
la funcién correlativa reciproca, hallamos las correspondientes
funciones aleatorias centrales. Con ello, teniendo en cuenta la deter-
sinacion de la funcién correlativa reciproca de las funciones aleato-
rias complejas, pasemos en la expresién (5.6.2)de la funcién aleatoria
real Y (1) a las magnitudes conjugadas complejas y cambiemos la
designacién del argumento y de la variable de integracién. Entonces
obtendremos:

o0 o

X0 = | vy eotde, T = | W©)eterdo’.

- -0

De aqui hallamos

Layt, tY=M[XO @) Y] = S SMEV(&J)W(m‘)] gitwl=0") di dao’

— 00 =00

Pero la esperanza matemdtica bajo el signo integral representa ka
funcién correlativa reciproca de los ruidos blancos V(o) y W(w):

M [V (@)W ([©@)] = Kow (0, 0').

Por consiguiente, 1a funcién correlativa reciproca de las funciones ale-
atorins  X(#) e Y{(£) se expresa por medio de la funcion correlativa
reeiproca de los ruides blances V(w) y W{(w) por la firmula

Koy (0, ") ¢H@t=0"0) iy din’. (5.6.3)

3§

Kuy(t, 1)y —= §

"

Esta formula muestra gue en el caso general las funciones aleatorias
estacionarias, pueden estar ligadas no estacionariamente, puesto
que su funcién correlativa reciproca depende de dos argumenlos por
separvado. Para que las funciones aleatorias X(¢) e Y(¢) estén ligadas
estacionariamente, es necesario que sea K. (0, 0') = 0 para
@' == @; es decir, que los valores de los ruidos blancos V(w)y W{w),
siendo (liferentes los valores de la frecuencia o, estén no correlacio~
nados. En este caso la funcién correlativa reciproca de los ruidos
blancos V(w) v W(w) debe contener como multiplicador la funcion
delta:

Koo (0, 0') = 8z (@)8 (@ — @). (5.6.4)
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Sustituyendo esta expresién en la fsrmula (5.6.3) y tomando en con-
sideracién las propiedades de las funciones delta, obtendremos

b 1dn § s ooty =

_—r

K::y (5| t’) =

Sxy (@) eF =Y do.

p—e s

De aqui se ve que en el caso en quo la funeién correlativa reciproca
de los ruidos blancos V (F) y W () se expresa por la formula (5.6.4),
las funciones aleatorias estacionarias X (¢) e Y (£} cstén ligadas esta-
cionariamente y su funcién correlaliva reciproca se determina por la
férmula

by (= | ey (@) i do. (5.6.5)

La férmula (5.6.5) es completamente andloga a la (5.3.13) que expresa
la funcién correlativa de una funcidon aleatoria estacionaria por
medio de su densidad espectral. Esto da razén para llamar a la fun-
¢ién s,y (w) densidad especiral reciproca de dos funciones aleatorias
estacionarias y enlazadas estacionariamente X () e ¥ (¢). Es obvio
que la magnitud s,, (@) do representa el momento de correlacion
de los arménicos V {w)eit do y W (w)e* do de una misma fre-
cuencia @ que forman parte de las funciones aleatorias X (t) e ¥ (¢).
Los arménicos de diferentes frecuencias en las funciones aleatorias
ligadas estacionariamente siempre no estin correlacionados; sélo
los arménicos de la misma frecuencia pueden ser correlacionados.
Ahora bien, la deusidad espectral reciproca caracteriza la distribu-
cién del enlace correlativo entre las funciones aleatorias en el espec-
tro de frecuencias.

La férmula (5.6.5) muestra que la densidad espectral reciproca
representa la transformacién de Fourier de la funcién correlativa
reciproca. Por eso, aplicando la formula de la transformacion inversa
de Fourier, obtendremos

sy (©) = | Ky (1) =0 e, (5.6.6)
Esta férmula expresa la densidad espectral reciproca de dos funcio-

nes aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente mediante
su funcién correlativa reciproca.

Ejemplo 5.6.1. Hallar la densidad espectral reciproca de las funciones
aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente X (#) e Y (f) cuya fun-
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cién correlativa reciproca se determina por la férmula
kyy (1)=Ce~ %" sen wgv, P=0a2+ 0}
Por la férmula (5.6.6) hallamos

ol
o i
Sy ((0)=7 S e~ ClT=10T gap v dr o=
-
=] oo
* .
— ¢ SGT+1mn'l—i(ut dr-t+ e—ll'l.’+|{d0'l—ll.l)'l' de—
4
— [}
a3 ol
. " ‘,at--mmt—iwr dr— S s—nr.t—imo(—imld_::l
o
-_—

o hien, después de cumplir la integracién y transformaciones elementales

2C iiog
a B2 (o —wd) w24 ol

Esta férmula muestra que la densidad espectral reciproca de las funciones alea-
torias reales puede ser compleja.

Ejemplo 5.6.2. Hallar Ia funcién correlativa reciproca de las funciones
aleatorias

Sxy [{u): =

Y () =X+ X (0 Z(t)= X () + X2 (1),
donde X (1), X () ¥ X2 () son funciones aleatorias estacionarias no correla-
cionadas con las [unciones enrrelativas De'“lt‘. D,c_u"ﬂ y D Pl respec-
tivamente. Mostrar que las funciones aleatorias ¥ () y Z (1) estin enlazadas
cstacionariamente y hallar su densidad espectral reciproca.
Segiin la definicién de la funcién correlativa reciproca
Kyo (4, )y=M[YO () Z0 (') =M [XO (2} X° (#')]+
- M[XS (1) XO ()] M [XO (1) XF ()] +M (X] () N§ (1)

o bien, puesto que las funciones aleatorias X (), X (1) ¥ X () no estén corre-
lacionadas,

Kz (ty 1) = M X2 () X® ()] = ke (t — ).

De aqui se ve que las funciones aleatorias ¥ (¢} y Z (1) estén enlazadas estncio-
nariamente ¥ su funcion correlativa reciproca coincide con la funcién correlati-
va de la funcién aleatoria X (t). Por lo tanto, la densidad espectral reciproca
de las fnnciones aleatorias Y (¢) ¥ Z (¢) también coincide con la densidad espec-
tral de la funcién aleatoria X (1):

D
$yz (©) =35 (W) =—" "‘,;z%;z_

§ 5.7. Secuencias aleatorias estacionarias

Examinemos la secuencia aleatoria formada por los valores de una
funcién aleatoria estacionaria que corresponden a la secueneia ilimi-
tada de los valores equidistantes del argumento con el intervalo A:

Xn = X {to + kA) (h=0, +1, 42, .. .). (5.71)
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Ista secuencia aleatoria es estacionaria, puesto que su funecidn co-
rrelativa depende solamente de la diferencia de los miameros de los
términos de la secuencia:

fm=M IXﬂXj:-i‘m] =
=M [X® (1, RA) XO (o + AA - mA)] = k. (mA).  (5.7.2)

Expresenios aqui la funcién correlativa de la funcién aleatoria X (i)
por fa férmula (5.3.15). Entonces, obiendremos

kg = S $x () e'OmA diy,

Dividamos el intervalo de integracién en los segmentos de 2m/A
de longitud dispuestos simétricamente con respecto al origen de coor-
denadas. Entonces t{endremos
e (2vplinga
f.:mz 2 J‘ Sy (m}eimmhdln_
v=—oc {Zv—1)T/A

.

Sustituyendo las variables o = 2 va/A 4- ©', en las integrales co-
rrespondientes, las reducimos todas a los mismos limites de integracion:
o miA 5
' v ' o T '
forg = E S Sx (m +T) gle'mbrivai dgy',
Y==-o00 —1/4
Omitiendo la raya adjunta a la designacién de la variable de inte-
gracifn y teniendo en cuenta que ¢*™ = 1, podemos escribir la
formula obtenida en la forma
aa aa y
; Zvn .
fim = s [ D s« (UJ—FT)]C‘“'”"“(I@.

—R/A vem—oo

Por fin, introduciendo la designacion

= . A
.‘n‘:(ﬁ)‘]ﬁ 2 Sg(w-r—;—) 4 (57.3]
Y= -
obtendremos
A
ko = 5 54 (w) eioma de, (5.7.4)
—-nfd

En particular, poniendo m = 0, obtendremos la siguiente expresion
para la dispersidn de los términos de la secuencia aleatoria estacio-
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naria
nfh
Di=lky= | s (0)do. (5.7.5)
—-mih
Demostremos que lIa funcién s¢ (@) determinada por la férmula
(5.7.3) es periodica con un perfodo de 25/A. Para eso sustituyamos en

la férmula (5.7.3) @ por la magnitud o -+ 2x/A. Entonces obten-
dremos

1 Zny = 2v+1)n
slo+5)= 3 alo+=2).
Ve
Pongamos aqui p = v 4+ 1 y chservemos que u, al igual q.ua v.,'

recorre todos los valores enteros de —oo a vo, Como resultado ten-
dremos

2o+ F)= 3 wlor ).

U= — 20

Comparando esta férmnla con (5.7.3) y teniendo en cuenla que la
suma no depende de como estd designado el indice de adicién (éste
recorre todos los valores enteros de -- oo a o), obtendremos

st (o+22) = st(). (5.7.6)

lo que demuestra precisamente la afirmacién enunciada,

La funcién periédica puede ser descompuesta en la serie do Fou-
rier *}. Por eso la funcién s (w) también puede ser ropresentada por
una serie compleja de Fourier:

o0
ul : - -
si@= 3 apeiors, G.7.9)
PE—o
Los coeficientes de esta serie se determinan por la férmula conocida
de la Teoria de series de Fourier:

& e
ap=—=— j s {w) e=10PA dun.
-R/a
Comparando esta férmula con la (5.7.4) para m = —p, vemos que

los coeficienles de Fourier de la funeién si (w) se expresan por medio
de la funecién correlativa de la secuencia aleatoria:

A,
=gz K-p-

*) Para esto es suficiente gue la funcién perisdica sea continua o tenga un
nfimero finito de puntos de discontinuidad de primer géners.

16-0938
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Sustituyendo esta expresiéon en (5.7.7), obtendremos

i A Y J piopA
&;(ﬂ)):E Z k.jetond,
P=—co
Por fin, poniendo aqui —p = m y teniendo en cuenta que m. al igual
que p, recorre todos los valores enteros de —oo a oo, obtendremos

o
A 2 -
sp(e) =~ E Jopg—tama, (5.7.8)
m=—o
Expresemos ahora la funcién aleatoria estacionaria X () por la
descomposicion espectral (5.3.3). Entonces obtendremos la siguiente
férmula para los términos de la secuencia aleatoria estacionaria que

se examina:
-

X({+HiA) =Xy =mx - 5 V4 (1) it Hid) oy,
—
Cumpliendo aqui las mismas transformaciones que al deducir la
formula (5.7.4), obtendremos

Fi]
Xp=my.+ S Vg () etahd deo, (5.7.9)

donde e
Vi =con 3} V{o+5). (5.7.10)

Asi pues, hemos obtenido la representacién espectral de una secuen-
cia aleatoria estacionaria. Con ello, debido a la periodieidad de la fun-
cién exponencial del argumento puramente imaginario, el espectro
de frecuencias de la secuencia aleatoria se puede considerar concentra-
do -en el intervalo | @ | << m/A. Las férmulas (5.7.4) y (5.7.8) son
andlogas a las de Wiener-Tinchin (5.3.11) y (5.3.15).

Mostremos ahora que la funcién aleatoria ¥V (w) en la representa-
¢ion espectral de una secuencia aleatoria estavionaria no es mas que
un ruido blanco cuya intensidad es igual a s¢ (®). Para esto hallemos
la funcién correlativa de la funcién aleatoria Vj; (@). Con ello, es
suficiente considerarla solamente en el intervalo de frecuencias
@ | < m/A. Puesto que los sumandos en la suma que figura en
(5.7.10) han sido obtenidos decalando el ruido blanco V (@) en inter-
valos multiples del periodo 2n/A, todos ellos no estdn correlaciona-
dos en los limites de un periodo | @ | << m/A. Por eso la funcion
correlativa de la suma en (5.7.10) es igual a la suma de las funciones
correlativas de los sumandos. El multiplicador i@t en (5.7.10)
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dard el multiplicador ef ® — ®2b ¢n la expresién de la funcién co-
rrelativa de la funeidn aleatoria Vy (w). Por eso, teniendo en cuenta
la férmula (5.3.8) para la funcién correlativa del ruido blanco V (w),
obtendremos

Ky, (o, w’):e‘m““'}h[ i Sy (m-}-%ﬂ)]d(w*m’).

V==

Tomando en consideracién que el segundo miembro de esta férmula
es igual a cero, siendo ©’ 5= ®, podemos sustituir en el multiplica-
dor, delante de la funcién delta, ' por w. Entonces, teniendo en
cuenta la férmula (5.7.3), obtendremos

Ky, (@, o) =:s{0)8 (@—u). (5.7.11)

Esta formula demuestra que la funcién aleatoria ¥4 (w) en el inter-
valo | o | << n/d representa un ruido blanco con intensidad s (w).

La funcién s? (@) representa la densidad espectral de una secuen-
cia aleatoria estacionaria. La magnitud s2 (o) do es igual a la disper-
sion de los arménicos Vy (@)elo™ do y Vi (—e)eiohd do que
forman parte de la descomposicion espectral (5.7.9) de la secuencia
aleatoria estacionaria.

Ejemplo 5.7.1, Ilallar la densidad espectral de una sccuencia aleatoria

estacionaria con la funcién correlativa &, = D¢'™, 0 < g < 1,
Representemos previmmente la formula (5.7.8) en la forma

=1 o0
sd(m)z,i ko W1 kms—lmrn&+ kme——lwmﬁ .
x 2 o

M=—rto ==}

Poniendo en la primera suma —m = p y en la segunda, m = p y teniendo en
cuenta que k_p = kp, cscribamos la férmula nbienida en la forma

oo oo

1 ﬁ - "

s (©) = 5= (ko-f- D kpet Ot B kpe “"F-“) " (5.7.12)
=1 p=1

Sustituyendo agui la expresién de la funcién correlativa, nos cercioramos de que
ambas sumas representan en este caso progresiones geométricas. Suméandolas,
obtendremos la siguiente expresion de la secuencin dleatoria estacioneria quo
S0 examina:

qsi‘m

d __AD i
& (@) =g (1+ T ) (5.7.13)
Ejemple 5.7.2. Nallar lu densidad espectral de la secuencia alealoria esta-
cionaria formada por los valores de la funcion aleatoria estacionaria X (f) con
la funcién correlativa De-% 1% cos wgt, tomados cada intervalo A.
La funcién ecorrelativa de la secuencia. en enestion se determina por la
formula

D
Ky = Do~ cos wymd == < (g™ + o™,

16+
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donde g = e-“&*"""“d‘,(?z = ¢-@8—i08 gy ctitnyendo la expresidn obtenida de
la funcién correlativa de la scuencia en la formula (5.7.12) y sumando las
progresiones geométricns, hallaremos la densidad espectral:

A

a, ., AD Tie M
o= (24 Pt s S
AR
2e" i
[ 1_"5"!‘.““‘ + eimﬁ\_,qz ) (Bdsth

Le dejamos al leetor que por si mismo demuestre que en el caso de una fan-
cién correlaliva mas general (5.3.24) la densidad espectral se expresara porla
formula que se diferencia de (5.7.14) svlamente por el multiplicador adicional
1 — iy en los sumandos con g, y por el multiplicador adicional 1- iy en los
sumandos con gz.

Las férmulas (5.7.13) y (5.7.14) muestran gue para todas las
funciones correlativas tipo de las funciones aleatorias estacionarias,
las densidades espectrales de las secuencias aleatorias estacionarias
correspondientes son funciones racionales de la magnitud ev®.
Esto da raz6n para introducir en las férmulas (5.7.4) y (0.7.8) en vex
de m una nueva variable z = ¢i®4, Entonces, poniendo

04 (5) = 4 st (@) = #2 (5~ Inz) (5.7.15)

y tieniendo en cuenta que dz = iz Adw, reduzcamos las férmulas
(5.7.4), (5.7.5) ¥ (5.7.8) a la forma

Kom = - j 0d(z) 2" dz, (5.7.16)
€y
D:=£0i{z)%-. (5.7.17)
i
0@ =g 3 km™ (5.7.18)
M=—0c

donde la integraci6n se efectia por las circunferencia C, de radio
uiiitario con centro en el origen de coordenadas en el plano de la
variable compleja z. Esto se ve del hecho de que para todas las @
reales, la variable z es en mddule igual a la unidad y su argumento
varia de —=n a ® al variar @ de —a/A a @/A.

Las férmulas (5.7.16), (5.7.17) y (5.7.18) se utilizan al llevar a ca-
bo-las investigaciones tedricas de la precisién de los sistemas auto-
miticos discretos (de impulso); ellas no son cémodas para efectuar
los célculos précticos.

Con el fin de reducir las integrales de las férmulas (5.7.4) y {(5.7.5)
a las integrales de las funciones racionales fraccionarias en los limi-
tes infinitos de la forma (5.3.29), conviene introducir una nueva varia-
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ble, poniendo

ih= z—1 < &

21 L

De aqui se ve que para los valores reales de @, la variable A es real

y varia mondtonamente de —oo a -+oo al variar @ de —n/A a /A,

Adems3s, A es funcién racional de z y, por lo tanto, para todas las

funciones correlativas tipo y sus combinaciones lineales, las densi-

dades espectrales de las secuencias aleatorias estacionarias corres-

pondientes representan funciones racionales fraccionarias de A. De
(5.7.19) se puede expresar la variable z en funcién de A:

o< BT (5.7.49)

L (5.7.20)
Derivando (5.7.19), hallamos ;
1 A Ay A A
s
de donde
Ad(o=-?%_-*%‘ﬁ-. {5.7.21)

Jin virtud de las férmulas (5.7.20) y (5.7.21), introduciendo la desig-
nacién
8% (A) =-§— st (,:;; arctg JL) =201 ( :i’;i ) . (5.7.22)

podemos representar las formulas (5.7.4) y (5.7.5) en la forma

b= § S0 (E0) " v

(5.7.23)

Lsta integral se puede calcular por la férmula (5.3.29). La férmula
para la funcién correlativa debe ser transformada, suprimiendo las
magnitudes imaginarias en el denominador. Entonces obtendremos

T~ oy (it ia)m

= ) 8 ) e O

-
o bien, descomponiendo el numerador por la formula del binomio de
Newton y teniendo en cuenta que la funcidén s, (A) os par y que la
integral dc la funcién impar en los limites simétricos con respecto
al origen de coordenadas es igual a cero,

= { S0 Bk {a‘k}”(,‘—:);’m. (5.7.24)

=0



CAPITULO 6

Representaciones candnicas
de las funciones aleatorias

§ 6.1, Tipos de representaciones candnicas

Para aplicar la Teoria de funciones aleatorias a los problemas
préacticos, Lienen gran importancia las expresiones de funciones aleato-
rias arbitrarias ev funcién de objetos aleatorios mdis simples. Las
magnitudes aleatorias escalares corvienles representan los objetos
aleatorios mas simples. En los §§ 3.8 ¥ 3.9 vimos que las esperanzas
matemiticas, las dispersiones y los momentos de correlacion de las
funciones lineales de una cantidad cualquicra de magnitudes aleato-
rias se calculan muy sencillamente. Con ello, las [6rmulas para las
dispersiones y los momentos de correlacién se simplifican considera-
blemente, si las maguitudes aleatorias de partida ro estin correlacio-
nadas. Asi, por ejemplo, para determinar la dispersién de la funcion
lineal de diez magnitudes aleatorias debemos, en el caso general, cal-
cular 100 sumandos, micntras que en caso de magnitudes no corre-
lacionadas, s necesario ealcular solamente 10 sumandos. Esta ven-
laja de las magnitudes no correlacionadas crece rapidamente al
aumenter el nimero de lag mismas. Por eso, naturalmente, surge la
idea de procurar representar la [uncién aleatoria arbitravia X(f)
en la forma

X () =me{t) - }'_‘,I Vi (1), (65.1.1)
y=

donde Vi, Vs, . . . son magnitures aleatorias no correlacionadas cuya
esperanzas matematicas son iguales a cero. Los coeficientes adjuntos
a las magnitudes aleatorias V,, dependen, evidentemente, de la varia-
ble ¢, es decir, son funciones (no aleatorias) de la variable £, A toda
representacién de una funcion aleatoria en forma de wna combina-
cién lineal de magnitudes aleatorias no correlacionadas Ia llamaremos
descomposicidn candnice de la misma. A las funciones aleatorias V,
las denominaremos coeficienies aleatorios de la descomposicion cand-
nica y a las funciones z, (), funciones coordenadas.

Expresando la Ffuncién aleatoria X (f) por la descomposicidn
candnica, se puede hallar también la descomposicién correspondiente
para su funcién correlativa. Para ello pongamos en (6.1.1) t = 1"

X(t)=mx(t') +§3] Vozo (1), (6.1.2)
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Para cualesquiera valores fijos de £ y ', las magnitudes X (8) y X (')
determinadag por las férmulas (6.1.1) y (6.1.2) representan las fun-
ciones lineales de unas roismas magnitudes aleatorias no correlacio-
nadas ¥,. Por lo tanto, el momento de correlacién de las magnitudes
aleatorias X () y X (¢') para cnalesquiera valores fijos de t y ' se
puede calcular por la formula (3.9.8). Como resultado obtendremos
para la funcién correlativa de la funcién aleatoria X () la férmula

Ka(t, t')= E‘;Dvxv ) ). (6.1.3)

donde D, son las dispersiones de las magniludes aleatorias V... Al
deducir la férmula (6.1.3), admitimos que en el caso general los
coeficientes de la descomposicién canénica ¥, y las funciones coorde-
nadas x, (f) pueden ser complejos, puesto que en los problemas pric-
ticos conviene frecuentemente representar las funciones reales por
series con términos complejos. A titulo de ejomplo puede servir la
descomposicién de la funcion real en la serie de Fourier con términos
complejos.

A toda descomposicién de la funciéa correlativa de la forma
(6.1.3) la lamaremos descomposicion candnica de la misma.

Poniendo en la férmula (6.1.3) ¢ = t, oblendremos la descom-
posicion correspondiente para la dispersion de la funcién aleatoria

X {#:
D.(t) =Ky (t, )= 21 Dy {t) (6.1.4)

FI rnido blanco representa el tipe mds simple de una fuucién
aleatoria. Por eso se puede suponer que muchas operaciones sobre
una funeién aleatoria arbiiraria se hardn rads simples, si esta luncién
alealoria se expresa en funcién del ruido blanco, Enelejemplo 5.4.1
vimos que el ruido blanco se puede representar en forma de una secuen-
cia continua de impulsos aleatorios infinitesimales no correlacio-
nadns cada uno de los cuales tiene una dispersion infinitesimal.
Por eso la expresion de la funcidn aleatoria en funcién del ruido
hlanco es la extensién de la representacién de su descomposicion
candnica (6.1.1) para el caso de sumandos infinitesimales. Como
resultado, la suma en (6.1.1) serd sustituida por una integral y obten-
dremos la representacién de la funeciom aleatoria X () en la forma

by
XW=m W+ Ve nar (65.1.5)
ki

donde V () es el ruido blanco de parimetro A que varia en el inter-
valo A;<< A<C A,. A toda representacién de una funcién aleatoria
en forma de integral (0.1.5) la llamaremos representaciin candnica
integral de la misma. A las funciones z (¢, A) de la variable ¢, corres-
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pondientes a distintos valores fijos del pardmetro A en el intervalo
(hy, A2), lns denominaremos funciones coordenadas de la representa-
cién candnica integral.

De la representacién canénica integral (6.1.5) de la funcién aleato.
ria X (f) se deduce ficilmente la representacién correspondiente de
su funcién correlativa, Con ello, teniendo en cuenta gue los sumandos
elementales V (&) = (¢, A) d (A) en la expresién (6.1.5) pueden ser
complejos, a pesar de que la propia funcién aleatoria X (#) es real,
vamos a pasar en la formula (6.1.5) a las magnitudes conjugadas com-
plejas, sustituyendo en esta férmula ¢ por ¢'. Entonces obten-
dremos

%

X"y =m () + 5 Ve, Mydy. (6.1.6)

*e

Transponiendo en las formulas (6.1.5) y (6.1.6) la esperanza mate-
méatica al primer miembro y multiplicando los valores obtenidos
de la funcién aleatoria centrada, tendremos
ha ha
X0 (2) X0 (:')=5 (v 7 2@, @ Wydidy. (6.1.7)
FIE T
Ahora, teniendo en cuenta la definicién (4.2.13) de la {funcién co-
rrelativa de una funcidén aleatoria compleja, exprescmos la funcién
correlativa del ruido blanco V(L) per la férmula

Ko(h W)=M V(&) VR =6 (1) 6(A—A"). (6.1.8)

donde G (A) es la intensidad del ruido Dlanco V(A). De la [6rmala
(6.4.7), en virtud de (6.1.8), obtenemos

hg he
K (t, z’)=§ S Ko{h, M) a(t, 1) & %) dhd) =
A
LA }?M
= {emost—rye, WFE. 7Tydrar,  (6.1.9)
3\.1):1

Cumpliendo aqui la integracién con respecto a )/, obtendremos de-
finitivamente

ha
Ket, )= GO 2(t, HZT, B dh. (6.1.10)
X

Esta [érmula ofrece la representacién candnica integral de la funcidn
correlativa de la funcién aleatoria XT(¢).
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Poniendo en la férmula (6.1.10) ¢t = ¢, obtendremos la siguiente
férmula para la dispersién de la funcién aleatoria X(#):

Aa
De(t) =K (2, t)zja(:-.]]x(t, A Pd. (6.1.11y
Ay

La formula (6.1.5) muestira que la representacién candnica inte-
gral de la funcién aleatoria la expresa en forma de una combina-
¢ién lineal de magnitudes aleatorias infinitesimales: no: correlacio-
nadas V(A) dA con los coeficientes z (¢, A) dependientes de ¢; con ello,
la dispersién de Ia magnitud aleatoria V' (A) dk es igual a G-(A)-dh:
Aplicando la férmula (3.9.7) para la dispersién ‘de una combinacién
lineal de las magnitudes aleatorias no correlacionadas y sustituyen-
den la suma por la integral, obtendremos precisamente la férmula

Add).
: Las descomposiciones espectrales de funciones aleatorias esta-
cionarias, examinadas en el capitulo precedente, son tipos particu-
lares de las representaciones candnicas integrales del tipo (6.1.5).

§ 6.2. Descomposicién candnica de una funcién aleatoria

Sean V, (v = 1, 2, . ..) magnitudes aleatorias no correlaciona-
das arbitrarias con esperanzas matemfticas iguales a cero y dis-
persiones iguales a D,:

MV,)=0, M[VV,]=0 si petv,
D, =M} I | G |2].

Hallemos las condiciones en las que la funcién aleatoria X (i) puede
ser representada por la descomposicidn canénica (6.1.1) cuyos coeli-

cientes deben ser dichas magnitudes aleatorias V,. Para esto escri-
bamos la férmula (6.1.1.) en la forma

(6.2.1)

X0 (f) = é; Vi (8).- (6.2.2)

Suponiendo que esta descomposicién ha sido obtenida, tendremos

oo

MX° () V)= 2 M ViV, 2 (8)- (6.2.3)

v=1i

En virtud de (6.2.1) todos los términos de esta suma son iguales
a cero, a excepeién de uno para el cual el indice de adicion v es igual
a p. Por lo tanto, las férmulas (6.2.3) y (6.2.1) dan

M X0 (1) V] = Doz (8). (6.2.4)
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De donde hallamos
B () =7 MIX ()T =1, 2, ...) {6.2.5)
[

Ahory bien, para que la funcidn aleatoria X (¢) pueda ser representa-
da por la descomposicién candnica (6.1.1), es necesario que todas las
funciones coordenadas 2, (f) sc expresen por la férmula (6.2.5), es
decir, sean iguales a las relaciones entre los momentos de correlacidn
de la funcién aleatoria X9 (f) con las magnitudes aleatorias V, y las
dispersiones de las magniludes correspondientes V.

La férmula (6.2.5) muestra que para hallar la descomposicién
candnica de la funcién aleatoria X (f) tiene sentido tomar solamente
tales magnitudes aleatorias V, que esién correlacionadas con la
funcidén aleatoria X (2). Si cnalquiera de las magnitudes aleatorias V,
no estd correlacionada con la funcidn aleatoria X (), entonces la
funeién coordenada correspondiente z, (), de acuerdo con la for-
mula (6.2.5), es idénticamente igual a cero y el término correspon-
diente desaparece de la descomposicién (6.1.1).

El tipo més simple de magnitudes aleatorias, correlacionadas con
la funecién aleatoria X (f), son las combinaciones lineales de sus
valores para los valores del argumento # que nos interesan. Por eso.
para representar la funcién aleatoria X (#) por la descomposicion
canénica en el intervalo a <t < B conviene determinar las magni-
tudes aleatorias ¥, por la férmula *)

P j o (0 X0 (1) dt, (6.2.6)
(]
donde a, () son ciertas funciones que deben ser elegidas de modo que
las magnitndes V, estén no correlacionadas.

Cambiando en la férmula (6.2.6) la designacién de la variable
de integracién y sustituyendo la expresién obtenida en la férmula
(6.2.5), tendremos

]

w =51 X0 { s, @) x0@)ar ] =
¢ B
=5 Ja@Mx @@ (627
o
o bien :
xu(t]_—_uL 5 a, (t') K. (t, I')dt'_ (6.2.8)
1

o

_*) Teniendo en cuenta que las magnitudes aleatorias ¥, pueden ser com-
lojas, para que los céleulos ulteriores sean més cémodos, determivamos las
Funcionés a, ({) de modo gue en {6.2.6) bajn el signo integral haya fancioncs

conjugadas complejas a, (f).
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Esta férmula expresa las funciones coordenadas zy (f) por medio de
las funciones a, (t) y la funcién correlativa de la funcién aleatoria
X (1).

Para deducir las condiciones a las que deben satisfacer las fun-
ciones a, (f) con el fin de que las magnitudes aleatorias V,, determi-
nadas por la férmula (6.2.6), sean no correlacionadas, escribamos en
virtud de (6.2.5)

B
ay () M (X% (t) V) dt =D, 5 2 [0z, (D)t (6.2.9)

MV V)=

R

De aqui se ve que para que las magnitudes aleatorias ¥, sean no co-
rrelacionadas y sus dispersiones sean iguales a.los-nlimeros correspen+
dientes D,, las funciones a, () y x,(7) deben satisfacer-las condicio-
nes

B
| @@ dt=0 si pokv, (6.2.40)
B f
Sav(.t}xv(t] dt=1. (6.2.11)
o
Comunmente eslas condiciones se escriben brevemente en la forma
B
5 @ (8) @ (1) dt = By, (6.2.12)
w

donde §,, es una magnitud igual a la unidad cuando los indices son
iguales e igual a cero cuande log indices son diferentes (§,, = 1,
Oy0 = 0 para ps=v).

Generalmente la ignaldad (6.2.12) se llama condicién de biorto-
gonalidad de dos sistemas de funciones zy (t) y a, (£).

Asi pues, para que las magnitudes aleatorias V., determinadas por
la férmula (6.2.6), sean no correlacionadas y al mismo tiempo la
tunecion aleatoria X (¢) pueda ser representada por la descomposicion
(6.1.1) es necesario que las funciones a, (f) y las funciones z, ()
determinadas por la férmula (6.2.8) satisfagan la condicién de bior-
togonalidad (6.2.12). Es evidente que las condicioues (6.2.8)
y (6.2.12) son también suficientes para que las magnitudes aleatorias
V,, determinadas porla férmula (6.2.6), sean no correlacionadas, pero,
desde luego, esto no demuestira tedavia, que, al cumplir las condicio-
nes (6.2.8) y (6.2.12), la funcién aleatoria X (f) puede ser represen-
tada por la descomposicién candmica (6.1.1}.

Mostremos ahora que se puede hallar un sistema de pares de
funciones a, (£), z, (t) que satisfagan las condiciones (6.2.8) y (6.2.12).
Para esto tomemos una secuencia arbitraria de funciones independien-
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tes linealmente f, {f), fz (£}, . . ., fn (£), . . . *) y determinemos las
magnitudes aleatorias

B
- S TOX@®d  (r=1,2, ...). (6.2.13)

Las magnitudes aleatorias centradas correspondientes se expresardn
por una férmula andloga
1]
- S LOXWd  (=1,2 ..). (6.2.14)

&

Hallemos las dispersiones ¥ los momentos de correlacién k,, de
las magnitudes aleatorias Uy, U, ... En virtud de la definicién
(3.7.6) y la formula (62 14) tenemos

Jops = M (USTT0) = S5?'..'(T)'f,(z')M[X“{r)X"(t’)ldrd:’ (6.2.15)
o bien =

ko= \ VO @) Ko, ) dtdt’  (r, s=1,2,...) (6.2.16)

R
Re——=

Introduciendo, para mayor comodidad, las funciones
]
20 (1) = g,fs{:')Kx(;, yae  (s=1,2,..). (6247

y tomando en consideracién que debido a la simetria de la funcién
correlativa

=

T
Sm et ydi= | O Ke (', )&t =T00). (6:218)
6.2.

podémos eseribir la férmula (6.2.16) en la forma

B B
o [}T(S;,(c)d:= Smfs(z}df (rs=1,2,...) (6.2.19)

Ahora podemos construir el sistema de funciones aleatorias no co-
rrelacionadas V,, procediendo del modo siguiente. La primera fun-
cién aleatoria ¥y puede sor elegida arbitrariamente, por ejemplo, se
*} Las funciones f; (1), f2 (1), - - .. fp (1), . . e denominan imlapr_nd]ent.es
Iinealmente, si para ningin valor do n v mnguno de los valores ¢y, ¢s, . .

d1st:nt.n5 de cero, Ia combinaciér lineal de estas funciones c.f, (8 + ¢afa (s) +
=+ ... ¢ufn (1) es idénticamente igual a cero.
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puede tomar V, = U}. La segunda magnitud ¥V, debe ser elegida de
modo que sea no correlacionada con V,. Para esto es suficiente tomar
V, = ¢y Vy + U3 determinando el coeficiente cy de la condicién
de no correlatividad de ¥, con V,, ete. La magnitud V, debe satis-
facer v —1 condiciones de no correlatividad con V.. ., Vi, Para
satisfacer estas condiciones, basta tomar por V, la suma de la mag-
aitud Uy y de la combinacién lineal de las magnitudes V,, ...
.., V,_q con coeficientes indefinidos. Ahora bien, pongamos

Vl = U?n
Va=eyVi+ Uy,

V= C'NV: +f-'\r:V2. 4 ey \'—le-t + U':».

y determinemos el coeficiente ¢,; de la condicién de no correlativi-
dad de las magnitudes V. y V, y, en general, para cualquier v deter-
minemos los coeficientes €yg, Cyzs « « -y Cys voy € la condicion de no
correlatividad de la magnitud V, con V,, Vs, .. ., V. Para hacer
esto, despejemos sucesivamente Uy, U2, ..., Ui en la ecuacién
{6.2.20):

U:* V;.

Upy= —coVi+ Vo,

......................... I (6.2.21)
Uﬁ» = —C\-|Vl — ruV-..,— .se =Ly, \-_1V\--| + I"\f!

(6.2.20)

Ahora, suponiendo que todos los coeficientes ¢, estin determinados
de modo que las magnitudes V,, V, sean no correlacionadas, expre-
semos las dispersiones y los momentos de correlacién de las magnitu-
des aleatorias U3, U, . . . con ayuda de las férmulas (3.9.7) v (3.9.8).
Como resultado obtendremos

v=1

Ey=Dy, kyw= 2 |ew P Du+Dy (v=2, 3, ..3) (6.2.22)
ey
k\p!: _C\!|D; (\l'-—-‘2, 3, e -]. (62;23)

Bvp=cutusDyi+ « - o 4 € gt p-tPpy — eoply (6.2.24)
=2, vco, v=1; ¥=3, 4, .,.).

Como las dispersiones y los momentos de correlacion ky, de las
magnitudes aleatorias U, sou conocidos, entonces las [érmulas
{6.2.22), (6.2.23) y (6.2.24) pueden ser consideradas como ecuacinnes
que determinan los coeficientes incognitos ¢y, ¥ las dispersiones D,
de las magnitudes aleatorias V.. Resolviendo sucesivamente estas
ecuaciones, obtendremos las sipuientes férmulas de recurrencia para
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las magnitudes D, ey,

Ky .
Dy =ky, Cn_—'*jlt' (v=2, 3, ...}, 1
v-1 ’
=|:\~v'—'\" V] *D S i R
D=t !;__'.i” - L B [ (6.2.25)
[TE
1 _ p=2; iiq v—i.‘\l
Cop=p— ( 2 Cypd alh — "L"\';-l ( .
Dy A ! o !
" T ) 0—3,4,... i
Por estas férmulas se puede determinar sucesivamente las magnilu-
des Dy, cyqy Day €yay Dy, €43 - - - Como resultado serin hallados todos

los coeficientes ¢y, en las formulas (6.2.20) y las dispersiones de lus
magnitudes aleatorias no correlacionadas V,. Empleando el proce-
dimiento expuesto, se puede construir el sistema de magnitudes alea-
tarias no correlacionadas partiendo de cualquier sistema de magni-
tudes aleatorias independiente linealmente. Ya hicimos uso de este
procedimiento en el § 3.11, donde en vez de ¢y, cran los coeficien-
tes Yuu = —Cup-

Sustituyendo en (6.2.20) la expresién (6.2.14) de las magnitudes
aleatorias centradas UY, expresemos las magnitudes aleatorias V,
por Ja formula (6.2.68) donde las funciones a, (f) se determinan por
las férmulas

v—1
a (t) =1, 1), a‘.(z)=u§1c\.p¢au O+f ) v=2,3,...). (6.2.26)

Sustituyendo estas expresiones en la formula (6.2.8) para p =
=1, 2, ...y teniendo en cuenta (6.2.17), obtendremos

v—1
x1{3)=—‘;)‘li, x\.{£)=%[2 c\,uD,,x,,(I}—i-z\,(s)] (6.2.27)
=t

(v=2, 3, T

Asi pues, el método expuesto ofrece la posibilidad de hallar tal
sistema de funciones a, (£}, que las magnitudes aleatorias correspon-
dientes V., determinadas por la formula (6.2.6), sean no correlacio-
nadas, y el sistema correspondiente de funciones coordenadas x, (7),
determinadas por la férmula (6.2.8). Estas funcioues ay () ¥ =, (0
satisfacen la condicién de biortogonalidad (6.2.12), puesto que esta
condicion, como hemos visto, es consecuencia de la no correlativi-
dad de las magnitudes aleatorias ¥, y de la férmula (6.2.5) que en
este caso tiene la forma (6.2.8). Le dejamos al lector que por si mis-
mo lleve a cabo la comprobacién directa del hecho de que las funeio-
nes a, (f) v z, (£), determinadas por las formulas (6.2.25), (6.2.26)
y (6.2.27), satisfacen la condicion de biortogonalidad (6.2.12).
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Eligiendo diversas funciones iniciales f, (1) de las cnales se exige
solamente la independencia lineal, obtendremos diferentes sistemas
de pares de funciones a, (), xz, ({) que satisfacen las condiciones
(6.2.8) y (6.2.12). Ahora bien, debido a la arbitrariedad de las funcio-
nes iniciales f, (t) se puede por una infinidad de procedimientos
determinar las funciones a., (f), z, (f) que satisfacen las condiciones
(6.2.8) y (6.2.12).

Puesto que las realizaciones de la mayoria de las funciones
aleatorias que se encuentran en la practica tienen caracter oscilato-
rio, practicamenie es conveniente elegir en calidad de funciones de
partida f, (f) funciones trigonométricas, correspondientes a distin-
tos periodos, o los productos de las funciones trigonométricas por las
funciones exponenciales escogidas de un modo correspondiente. Por
ejernplo, al elegir arbitrariamente la sucesién de frecuencias w,,
Way + . .y @y . ..cuando w, -+ oo, se puede tomar

fi ('E) = 1‘ f?r! (.I) = scn (D,‘t. ;P(er.'i-l (3) cos ‘oﬂt ((;'228]

(n=14, 2, ...}

Al escoger las [recuencias @y, wy, . . ., 88 necesario solamente preg-
cuparse de que las funciones (6.2.28) sean linealmente independicn-
tes en el correspondiente intervalo de variacién de la variable ¢.
Por lo demds, la eleccion de las frecuencias w, no se limita en nada.
Para resolver algunos problemas de la Teoria de mando automitico
es conveniente afadir a las funciones (6.2.28) ailin las funcionos delta
con las particularidades en los extremos del intervalo de integracion
6§ (t— w), 6 (t —P) y sus derivadas hasta un orden determinado.

Ejemplo 6.2.1. Hallar la descomposicién candnica de la funcidn aleatoria
i?(t(i?acon psperanza matemaltica idéolicamente igual a cere y la funcidén corre-
Al

K, (4, t')=De®lt=¥1
en el intervalo 0 <<t << T,

Una vez determinadas las funciones f. (¢} por las formulas (6.2.28), hallamos
por la f6rmula (6.2.17) las funciones z, (t). Teniendo en cuenta que en este caso
w=10, f = T, obtendremos

T 51 T
2 (=D S M-l gy = p { 5 pm =) g1y 5 et —1) rw} -
1] 1 2
1~ 4 WT-0 D _ _REL

v anilogamente
T

2o (B ==D) j e~ %=l gon @, 1" dt* =
(i)

Da : O —at__ ==t
=m[2suuwnc—|——m—e —e (senm"?‘—t-

—f—i—fi—‘n L‘nsm_,,?’)] (n=1, 2, ...},
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T
Zanet (B)=D S U= cog @’ dt =
v

e ]
T [2 cus wpl—e —
n

Dee
o0
— gret=1) (cusmn?‘—%’-‘-seu mnT):l tn=1, 2, ...}

Sustitnyendo las expresiones obtenidas y las (6.2.28) de las funciones f; (1)
en la formmla (6.2.19), hallamos los momentos de correlacién de las magnitudes
aleatorias U, determinadas por la férmula {6.2.13). Con ello, todas las integra-
les (6.2,13) se calculan en este caso de un modo absolutamente elemental. Para
‘abreviar, nos limitaremos al caso cuando las frocuencias w, se han clegido malti-
ples do la frecuencia fundamental w, = 2x/7 correspondiente al periode T:

Wy = koy = 27k/T k=1,2,....

Ln esto caso cos w, 7 =1, sen 0, T = 0 y lu [6rmula (6.2.19) da
¢ 2D
k= | n@a=22 T4 4am,
i

T
ki, en="Fap, 1= j Zan (1) dt =0,
o

T
Fygnei=rkanss, 1 = 5 Zan44 (1) &‘s%l“ v
T ’
kants, anet= § Zanyq (1) COS @ptdf oc:?,fwﬁ [T-— a‘*?w;’, (l""-‘-"“T)] :
© 20a? (1—-¢~*T)
Kon+t, amer = g Zan st () CO8 Wyl di= —'W)— '
T P
kan, am = S Zap () sen gt di = cc""l-,)‘-afr)g [T + s (ai"_‘:w%) (1= e—uf]] .
o

2D, (1 —e~*T)

kan, om= (G‘+m‘f‘}[a9+0§“} +

Zpp (2) Sen wy, i dt =

E

Kon, amat="Famst, sn =0 (n, m=1, 2, ...).

Una vez determinados los momentos de correlagidn k., caleulamos, por las
16rmulag (6.2.25), sucesivamente las magnitudes Dy, Cytr bg, Cys D3y Cysr o o
Con ello, nos convencemos de que en este caso todos los coeficientes oy, con
los indices de distinta paridad, son iguales a cere. Por fin, con ayuda de las
{érmulas (6.2.26) y (8.2.27) hallamos las funciones a, (¢ v las funciones coor-
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denadas =z, (t): '
ay{t)=1, a(t)=senwyt, az(t)=cgy-}cosw,t,
n—1
2ap (B)= E Can, am@am (£) - 8¢ wal,

m=1

T
asnyy ()= 2 Canit, gm-t@am—y (f)+COS0pt (=2, B, ...),

m=1
£y (£}= zi)(:) ' 2:3{‘)——" zi)(j_) 1
25 (= "-‘si.xi(?):-sa ] ,
{ n=1
Tan (£)='—D-2'"— [ 2 Son, emam (8) + Zan (f):] :
m=1

1
Donst

Topay (E)}==

n
[ Z C2n4t, em-1Fam~4 ()4 Z2n41 (‘)] (n=2, & ...).
m=1

§ 6.3. Formula para el término residual
de la descomposicion candnica

La precision con que la funcién aleatoria viene representada por
el segmento final de la descomposieién canénica se puede estimar
por la magnitud relativa de la esperanza mateméatica del cuadrado
del module del término residual o bien, Io que es lo mwismo, de la
dispersidn de este término. Poniendo

R, ()=X"(1)— 2] Vyzy (1), (6.3.1)
podemos escribir v
M| By () 1= M [R () Ra (0] =M [| X°(2)| %] —
— 2AMXO O Vel oy (1) + M (X0 Vol 2o (1)) +

4+ ¥ I.fi{[VvlT..lxv(t)z‘.(t) (6.3.2)

V. u=

o bien, teniendo en cuenta (6.2.1) y (6.2.5),

M| Ra{t) P1=Dx(t) —‘gl {D.xy (1) Ty () + Dyzy (1) 2 (1))

e n
4+ X Dy () 2 () =D () — 2 Dy|ay (. (6.3.3)
v={ y=1

Ahora bien, la digpersién del término residual de la descomposicién
canénica (6.1.1) de la funcién aleatoria X (2) se expresa por la fér-

170038
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mula
L

MR (@)1= D) — 2 Dol (1. (6.3.4)

Como una caracteristica practica cémoda de la precisién con que
la funeién aleatoria viene representada aproximadamenle por el
segmento final de su descomposicién candnica sirve el error relativo
en la dispersion de la funcién aleatoria

M &, (]3] 6.
e, (t)= /Y (6.3.9)

Si la dispersién del término residual tiende a cero cuando n — oo
para todas las ¢ en el intervalo o < ¢ < B:

lim M [|Ra (1) Pl =0 (@<1<P), (6.3.6)

entonces se dice que la descomposicién (6.1.1) converge en lu media
cuadrdtica en el intervalo o <C ¢ <C fi. Se puede demostrar que para
cualquier funcién aleatoria con dispersién [inita existe una infinidad
de descomposiciones candnicas que convergen en la media cuadratica
a esta funcion aleatoria en el intervale finito asignado de antemano.
Aqui nos limitaremos a la demostracion de esta afirmacion para un
lipo particular de descomposiciones candnicas cuando en calidad de
coeficientes aleatorios de la descomposicién V, se eligen las combina-
ciones lincales de los valores de la funcién aleatoria centrada X (1)
en la serie disereta de puntos de intervalo o < £ < B *).

Eligiendo como magniludes aleatorias V', las combinaciones linea-
les de los valores de la funcién aleatoria centrada X°(f) cn una serie
discreta de puntos ¢y, ¢, . . ., t,, dispuestos en el intervalo a<lt << fi,
podemos tomar la primera combinacidn indicada de un modo absolu-
tamente arbitrario; la segunda combinacién debe someterse a una
dnica condicién de no correlatividad con la primera, elc.; la enésima
combinacién lineal debe ser no correlacionada con las » — 1 ante-
rioTes.

Como resultado expresaremos los valores de la funcién aleatoria
X (t) en los puntos fy, £;, ..., t, por la descomposicién canodnica
(6.1.1) que conliene n sumandos sin contar la esperanza matemdética
my (1). Dejando al lector que obtenga €1 mismo por tal via la descom-
posicidn canénica de la funcién aleatoria X (#) en la serie discreto de
puntos #y, fo, ... t,, observemos que esta descomposicién candénica
se obtendrid de las féormulas generales deducidas anleriormente, si
las funciones a, (t) se determinan en forma de combinaciones linea-

#) Bl lector puede hallar la demostracién para el cazo goneral en el Libro
de V. 8, Pugachev «Tooria de [unciones alealorias y su aplicacién en los proble-
mas del mando antomdticos, Fizmaiguiz, 1962, § 60.
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les de las Junciones delta correspondientes

ay ()= 2‘ @b (¢ —t)- (6.3.7)
h=

Para esto es suficiente tomar en calidad de funciones f, (£} las com-
binaciones lineales arbitrarias de las mismas funciones delta:

fr(8) =h2‘ll frnb (t—1n), (638}
donde f.» son coeficientes arbitrarios, Es evidente que para cual-
quier n finita existen solamente n combinaciones linealmente indepen-
dientes de funciones delta del tipo (6.3.8). En particular, en la férmula
(6.3.8) se puede poner f,,= 1, fy=O0cuandohz=r(r=1,2,.. .,0).

Sustituyendo la expresién (6.3.8) en las férmulas (6,2.17)y v (6.2.19),
determinemos las funciones z. (f}, asi como las dispersiones v los
momentos de correlacién de las magnitudes aleatorias U, {r =
=1, 2, ..., n). Luego, determinando por las férmulas (6.2.25) los
coeficientes ¢, v las dispersiones D, de las magnitudes aleatorins
V. (v:=1,2,...,n), hallaremos con ayuda de las férmulas (6.2.26)
los coeficientes a,, en la férmula (6.3.7). A continuacién, sustituyen-
do la expresién (6.3.7) en (6.2.6) y (6.2.8) y cumpliendo la integracién
[teniendo en cuenta la férmula (2.2.6)], reduzcamos las férmulas
(6.2.6) y (6.2.8) correspondientemente a la forma

Vo= M amX0(ta) (v=1, ..., n), (6.3.9)
. fi==1

& “):T;TZ aaRKs(t, ) (v=1, 2, ...,n). (6.3.10)
fi=

La condicién de hiortogonalidad (6.2.412) tora la forma
h
}j Eundy {tp) =06y, (v, u=1, ..., n). (6.3.11)
=1
Por fin, la descomposicién candénica (6.1.1) dc la funeién aleatoria
X (f) toma la forma

L3
X () =mx ()4 2 Vi (D). (6.3.12)
v=1
Demostremos que esta igoaldad es exacta en todos los puntos #,
1y, . . ., 1,. Para csto, en virtud de (6.3.9), escribmmos

n non
D Vg ()= D) 3 avnX®(fn) £y (1) =
1 yeu] heni
n ™
=h>_'1 X0 () }jiE;x‘. (t) (e==1, 2. ...,1). (6.3.13)
== =

17+
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Poniendo, para abreviar,
b,,k=§’ awzu(ty) (k, k=1, 2, ..., n) (6.3.14)
podemos escribir la igualdad (6.3.13) en la forma
él Vazy (c;,):li}:'_‘.1 biX0 () (k=1,...,n).  (6.3.15)

Tomemos ahora las igualdades (6.3.11) correspondientes al valor
fijo del indice w:

gy {EI} + Gy y (t2) b + L (“)I) = 0!

@y Ty ( £y) 4= @@y g (2) + ... A @y (1) =0,
Eys ity (’1} + Gyuly (32) b + Aon Ly (:HJ =1 |l (8.3.16)
1Tty (1) T BuaTypy () + o . 0 F@y@yry (6,) =0

Qyy Ty (‘fl) + Ay p ('{2) T e ‘I“ Ay Ty, (‘n) o 0

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por as, la segunda
por ay, y, en general, la p-ésima ecuacién por a,; y sumandolas,
obtendremos en virtud de (6.3.14)

Ayl + Mya bhz b ﬂw;b!m = Qqyh. ((5.1517)

Asignando aqui al indice v los valores v = 1, 2, . . ., &, obtendremos
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que determina las
magnitudes incognitas by, correspondientes al valor dado del indi-
ce &, Iis evidente que el sistema de ecuaciones (6.3.17) correspondien-
tesav=1,2,...,n, tiene la solucién

ban =1, bay =0 si k% h. (6.3.18)

Esta solucién es fnica, puesto que debido a la independencia lineal
de las funciones a,, el determinante del sistema de ecuaciones {(6.3.17),
compuesto de los coeficientes a,y (v, k=1, 2, . . ., n), no es igual
a cero. Asignando al indice k en (6.3.18) todos los valores posibles
h=1,2, ..., n hallaremos todos los coeficientes b,. Ahora bien,
las magnitudes bz, determinadas por la férmula (6.3.14), con los
mismos indices & y k son iguales a la unidad y las demds son iguales
a cero. Por consiguiente, la férmula (6.3.15) toma la forma

ﬁ]l Vo (ta) = X°(tn) (k=1, 2, ..., n). (6.3.19)

Asi pues, nuestra afirmacién que la férmula (6.3.12) representa
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exactamenie la funeién aleatoria X (f) en los puntos &y, 23, .. ., &
queda demostrada.

La férmula (6.3.19) muestra que en todos los puntos £, .. ., #,
la funcidén aleatoria X (f,) se expresa exactamente por la descom-
posicién candnica que contiene n términos. Por lo tanto, la dis-
persion del término residual R, (#) en este caso es igual a cero. cuando
t =t 3, -+ «y ty. En el caso de una funcién correlativa continua
las funcionmes ccordenadas =z, (), determinadas por la férmula
{6.3.10), 1también son continuas, debido a lo cual también la disper-
sién del término residual M, (2) es funcién continua de ¢. Por eso;
eligiendo n lo suficientemente grande, podemos disponer los puntos
ty, t3. ..., &, de un modo suficientemente denso en el intervalo
« << t< P para que la dispersién del término residual sea tan pegue-
fia como se guiera en todos los puntos del intervalo o< ¢=C .
Ahora bien, al aumentar ilimitadamente el nimero de puntos en el
intervalo o << { << p de modo que la distancia maxima entre los
puntos vecinos tienda a cero cuando n — ou, obtendremos la descom-
posicién canénica de la funcién aleatoria, la dispersién de cuyo tér-
mino residual tiende a cero cuwando n — oo, para todos los valo-
res de ¢ en el intervalo o< £<C B. Como consecuencia de la arbi-
trariedad de los coeficientes f,;, en la férmula (6.3.8), podemos
obtener uwna infinidad de tales descomposiciones canénicas con-
vergentes.

Asi pues, hemos demostrado que toda funcién aleatoria que tiene
una funcién correlativa continua puede ser representada en cualguier
intervalo finito, valiéndonos de una infinidad de procedimientos,
por una descomposicidn candnica que converge a ella en la media
cuadratica.

Estd claro que para la priclica tiene importancia no la convergen-
cia de la descomposicién candnica, sino la posibilidad de obtener
un error medio cuadrdtico de representacién de la funcién aleatoria,
por un nimero pequeiio de primeros términos de la descomposicién
canénica, lo suficientemente pequesio. En lo que a esto atafie, convie-
ne observar que las perturbaciones aleatorias de entrada de los
sistemas autométicos, como regla, no pueden ser representadascon
precigion admisible por un niimero pequefio de términos de la descom-
posicidn candnica. Sin embargo, en este caso el sislema (ue se exami-
na deja pasar de ordinario sélo un pequeno nadmero de primeras fun-
ciones coordenadas y, debido a su capacidad de inercia, no deja pasar
la mayor parte de dichas funciones. Por eso, para investigar la pre-
cision de los sistemas automdticos, es suficiente de ordinario tomar
en las descomposiciones candnicas de perturbaciones de entrada un
niimero relativamente pequefio de términos (de 20 a 30), a pesar de
que con ¢llo se obtiene una precisién muy baja de representacion de
las propias perturbaciones aleatorias indicadas.
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§ 6.4. Construecién de la descomposicién eandnica
de una funeién aleatoria por la descomposicién candnica
de su funeién corrclativa

En los problemas pricticos se logra a veces hallar con relativa
facilidad Ja descomposicién candnica (6.1.3) de la funcidn correlati-
va. Demostremos que a esta descomposicion le correspondesiempre
la descomposicién candnica de la propia funcién aleatoria con las
mismas funciones coordenadas. Supongamos gue se logré representar
la funcién correlativa de la funcién aleatoria X (¢) por la descompo-
sicién candnica

Kot t)y= ;3 Dz (£) 7o (1), (6.4.1)
y=1

Supongamos que esta descomposicién representa la funcién correla-
tiva en ol cuadrado a << ¢, £’ < p. Demostremos que a la descomposi-
¢ién (6.4.1) le corresponde la descomposicién canénica de la funcién
aleatoria X (f) en el intervalo (a, B) con las mismas funciones coor-
denadas:

X (t) =My (f) - 2‘; vav (I)- ([;42)

Para la demostracién basta hallar un sistema de [unciones a, {f)
que satisfagan, junto con las funeionos z, (t), las condiciones (6.2.8)
y (6.2.12) en el intervalo (w, B). Entonces las magnitudes aleatorias
V,, determinadas por la férmula (6.2.6), serdn no correlacionadas
v sus dispersiones seran iguales a los nimeros correspondientes de 1.
Con ello, la dispersién del término residual de la descomposicién
(.4.2) tender4 a cero para todos los valores de ¢ en el intervalo {a, f),
en virtud de las formulas (6.3.4) y (6.4.1).
Para abreviar, introduzcamos para las integrales del producto
de dos funciones la designacion
b
@ w={enveoa (6.4.3)

a

Esta expresién se denomina comunmente producto escalar de las
funciones ¢ (¢} y ¥ (#), por analogia con la expresidn corriente del
producto escalar de vectores en el sistema de coordenadas cartesianas
rectangulares. Las funciones ¢ (f) y ¢ (¢) se llaman orfogonales si
se producto escalar es igual a cero:

(¢, %) = 0.
Primeramente hallemos el sistema de funciones auxiliares g (),
g (1), . .., g {0) que poseen la propiedad de ser-cada una de ellas

ortogonal a todas las funciones z, (f} con nlimeros menores y no ser
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ortogonal a la funcién z, (f) con el mismo nimero:
(g, zp) =0 (<< v), (g, ) %0 (v=1,2,...). (6.4.4)
Para esto tomemos una funcién arbitraria f; (f) que satisfaga la

condicion
(fi, 2) #= 0, (6.4.5)
g {f) =1 (). (6.4.6)

Luego tomemos una funcién arbitraria f, (£) independiente linealmen-
te de f; (f) ¥ pongamos

g2 (1) = bag, (&) + f2 (0. (6.4.7)

En virtud de (6.4.5) y (6.4.6}, el coeficiente by se puede elegir de
modo que la funcién g, (f) sea ortogonal con respecto a z, (f). Multi-
plicando la igualdad (6.4.7) por z; (¢) e integrando en los limites de
a a fB, obtendremos

¥ pongamos

(g2, =) = boy (&5, x1) + (f2r ). (6.4.8)
Igualando esta expresién a cero, hallamos by,:
B % (6.4.9)

Luego hallamos la magnitud (ga, ). Si esta magnitud resulta ser
igual a cero, es neeesario cambiar la eleccion de la funcién fu{¢) para
satisfacer la condicién (g, z,) 5% 0. Prosigniendo de tal modo, supon-
gamosg que han sido halladas las funciones g, (¢), g2 (), . . ., &4 (D)
que satisfacen las condiciones (6.4.4). Tomemos una funcién arbitra-
ria f, (f) linealmente independiente de f, (1), f2 (&), . . <, faoy (&) ¥ s0-
pongamos que

gn(t) = bnfgl (i) + .o bpnatlinag (0 +fn “)' (6'4‘10)

Multiplicando esta igualdad por z,(#), integrando en los limites de
@ a B y teniendo en cuenta que las funciones g, (¢), . . . gn-y (t) son
ortogonales con respecto a z, (f), obtendremos

(grrv ii) =t bn! (gl: $‘) + (f:rl! .‘E’}. (64‘11)

Igualando a cero esta expresién, hallamos b&y,:
N (Fn. rg) 13 o
by = (#1e o) * (At

Miltipliquemos ahora la igualdad (6.4.10) por z, (¢) (u << n) e inte-
gremos cn los limites de ¢ a f. Entonces, tomando en consideracion
que las funciones g4 (£), - . ., €,—4 (¢) son ortogenales con respecto
a z, (t), obtendremos

(gnv‘zp.} = b, (gh 3:1.\) e e bnp (gps -'Cu) + («fnv -Tu)- (”'4'13)
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Igualando a cero esta expresién obtenmemos la férmula recurrente
para los coeficientes by ,:

o (Fry ) +bng (@1 )+ o oo ba, per Ep—rs 2p1)
(gu‘ zp.}
(r=2,3, ..., n—1)

Una vez determinados por las férmulas (6.4.14) los coeficientes
Bats Dn. n_4, hallamos la magnitud (g,, #,). Si ésta resulta igual a ce-
ro, debeinos alcanzar que no sea asi, variando la eleccién de la fun-
ciénf, (). Asi pues, el procedimiento expuesto permite hallar el sis-
tema de funciones g, (f) que satisfacen las condiciones (6.4.4).
Determinemos ahora las funciones a, (f) por la férmala

(6.4.1%)

bn.u =

a,,{t)-:ﬁi‘,lc,,_g;,(t) (ve=1, 2, ...). (6.4.15)

Como las funciones g, (£), gys1 (t) . . . son ortogonales con respecto
a todas las funciones 2, {8), . . ., Ty, (), entonces la funcion ay (£)
es ortogonal con respecto a oz (f), £ (#), ..., Ty ({). Tor con-
siguiente, cligiendo los coeficientes c¢,,. queda alcanzar que cada
funcién a, (£} sea ortogonal también con respecto a todas las funcio-
nes Typy By Zypg (1), - - ., ¥y la integral de su producto por z,(?)
sea igual a la unidad. Multiplicando (6.4.15) por x, (#), integrando en
los limites de @ a f§ y teniendo en cuenta que todas las funciones
Zvits Eviz (1)... son ortogonales con respecto a xz, (Z), obtendremos

{@y, Ty) = Cyy (Eys Ty)- (6.4.16)
lgunlando esta magnitud a la unidad, hallamos el coeficiente cyy:

ew=T (6.4.17)
Multipliquemos ahora la igualdad (6.4.15) por Z, (@) (1 = v) e inte-
gremos en los limites de o a f. Entonces, tomando en consideracién
que todas las funciones g4y (2), gu+a (), . . . son ortogonales con
respecto a z, {¢), obtendremos

(a‘,, n":“} == Oy (g\,, ..":“) e Tt ] n=1 [gl.l-lmll«) +
_ + eyp (g4, zp) (6.4.18)
Igualando a cero esta expresién, obtenemos la siguiente formula
recurrente para los coeficientes cy,;
Cyp (Byr Zp) -+ oo Oy, paa {fu-1> Tp) (6.-’1 19)
(& zu]
w=v+1, v42, ..., v=1,2,...).

By =
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Prosiguiendo por esta via, se pueden determinar sucesivamente todos
los coeficientes ¢,, de modo que las funciones a,(f), determinadas
por la férmula (6.4.15), satisfagan la condicién de biortogonalidad
(6.2.12). Demostremos que estas funciones satisfacen también todas
las condiciones (6.2.8). Para esto sustituyamos en (6.2.8) Ia expre-
sién (6.4.1) de la funcién correlativa. Entonces obtendremos *)

z (;)=-D‘—“ N D @y, @) 2 (8). (6.4.20)
y=1

Esta igualdad se convierte en identidad puesto que las funciones
ay (), =, () satisfacen la condicién de biortogonalidad (6.2.12).
Asi pues, el sistema hallado de funcicnes g, (?), junto con las fun-
ciones coordenadas z, (f), satisface todas las condiciones necesarias.
Por lo tanto, las magnitudes aleatorias V,, determinadas por la
férmula (6.2.6), no son correlacionadas en virtud de la igualdad (6.2.9)
v sus dispersiones son iguales a los nfimeros correspondientes de D.,.
De aqui se deduce también que todos los nimeros de I}, son positi-
vos. Por eso la funcién correlativa puede ser representada por la
descomposicién canénica (6.4.1) solamente con los coeficientes posi-
tivos de D,. Por fin, en virtud de las férmulas (6.3.4) y (6.4.1), la
dispersién del término residual de la descomposicién candnica
(6.4.2) de la funcién aleatoria X (t) tiende a cero para todos los valores
de ¢ en el intervalo a<C ¢<C P. Asi pues, hemos demostrade por com-
pleto la afirmacién enunciada.

El proceso expuesto de determinacién de las funciones a, (f) que
satisfacen, junto con las funciones dadas z, (¢), las condiciones de
biortogonalidad (6.2.12) se puede continuar tedricamente sin limites.
Pricticamente, siempre conviene limitarle a cierto nimero finito
de funciones. Después de determinar por el procedimiento expuesto
las funciones g, (¢), &; (&), - - ., & (1) que satisfacen las condiciones
(6.4.4), hallomos las fonciones a, (f) en forma

"

ay (z):a}_‘, ewgn(t) (v=1,2, ..., n). (6.4.21)

Una vez determinados los coeficientes ¢, por las férmulas (6.4.17)
y (6.4.19) para v = 1, . . ., n, hallaremos las funciones a, (f),
.y ay (t} que satisfacen, junto con las funciones x, (f), z, (¢),
.« 7y (1), la condicién de biortogonalidad (6.2.12).
8i la funcién correlativa de la funcién aleatoria X (f) se expresa
con suficiente precisién por log primeros n términos de la descompo-
sicién (6.4.1), entonces las funciones e (t), . . ., a, (f) halladas de
#) La integracion término a término de Ja serie (6.4.1) es posible si esta
serie converge uniformemente con rospecto a cada upa de las variables en el

intervalo (e, p). Generalmente esta condicién se cumple, si la funcidn correlativa
K, (¢, t') es limitada y contiuua,
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este modo, satisfardn aproximadamente también, junto con las
funcione- z; (1), ap (£), . . ., =, (£), las condiciones (.2.8). A conse-
cuencia de osto la formula (6.4.2) ofrece la descomposicidn candnica
aproximada de la [uncién aleatoria X (£), que contiene n términes,
Con ello, la dispersién del término residnal serd aproximadamente
igual, en virtud de (6.3.4), al término residual de! segmento corres-
pondiente de la descomposicién (6.4.1) cuando £ = ¢,

Ejemplo 6.4.1. Supongamos que Ja funcién correlativa de la funcién alea-
Ltorin estacionaria X () se vxpresa en el intervalo v | < 27 por la férmula

n
ky(ti= }] 1y eos wyT.
R |

Al representar esta férmula en la forma

™
ke(i—t)= E (D 500 Gyt 500 @t 4 Dy €08 Wyt Cos tyl),
v=1
observamos quo désta da la descomnposicién candnica de la funcién correlativa
en el enadrado | ¢ 1< 7, | ¢ | << 7' (al variar ¢y ¢’ en estos limites, 7 == ¢ — ¢’
varin en los limiles | 1| < 27). Segiin lo demostrado, a esta descomposicion
candnica de la funcién correlativa %u corresponde la de la funcién aleatoria
X (fy en el intervalo | ¢ [ =2 T:

"
X () =y Z (U7, sen wgf A- 2o @t).
v=1

Aqui Uy, Z, son magnitudes aleatorias no correlacionadas con esperanzas ma-
tematicas iguales a coro y las dispersiones U |Uy)=0D [Z,)=D, (v==1, ..., n).

Hallemos ahora fur meidio del métado expuesto las {unciones a, (f) que
satisflacen, junto con las funciones coordenndas wy, (£), las condiciones de bior-
togonalidad (5.2.12), limitdndonos, para simplicidad, al caso n = 2, my = a/2T,
oz = /4. En este caso tenemos cvatro funciones coordenadas:

&y (1) = sen gk, xp () == cos @y, =y (8) = sen wat, x4 () = cos wal.
Supongamos también gue
Fu {8} = sen s, f2 (1) = cos @ity fy (1) = sen wat, Ji {1} = cos wat
y eligimos la primera funcién g, (¢) coincidente con fy ():
T
gyi{ty=sen wyt, (g1, 2)= j senwyt di=T.
=T
La segunda funcién ge (¢), ortogonal con respecto a la primora funcién courde-
nada 23 (¢), la huscamos en la forma gz () = buygy (1) + f2 (1), El coelicients

by lo determinamos de la condicién de biortogonalidad de g, () con respecto
a ¢ (t). Como resultado ohtenemos by = 0 y

P
g2 (t)==cos 0uf, (fg, To)= S cos® oyt dt =T,
T
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Luego suponemos gue Sea gs (f) = bagy (1) + b,gﬁ{g (t) - f3 () y buscamos
Ins coeficientes b3 ¥ b3 de la candicién de ortogonalidad de g; (£} con respecto
a x; (1) ¥ xp {t). Como resultado hailamos

8 64
g (t)=——5—sen gt +sen wgt, (g3, 7g)=T (1_.9.55.) _

Suponiendo_gue g, (8) = bugy (1) + beagz (8) 3 beaga (1) + fs (¢) v determina-
dos los coeficientes &y, sz ¥ i3 de la condicidn de ortogonalidad de g, (1)
com respecto a zy (t), xz (1) ¥ 23 (£), hallamos

4 16
g4 (d]w—ﬁ cos @yt 4 cos wat, (gg, 74)=T (.1_W) .

Una vez detorminadas las funciones g, (¢}, suponemos, conforme al método
expuesto, que ay (8} = eugs (1) + cpaga () + €uag3 (1) + cuge (8) v hallamos
el coeficiente ¢ de le condicion de que la magnitud (ay, 2, es igual a la unidad
v los coeficientes ¢y2, e13 ¥ ¢5. de la condicion de ortogonalidad de la funcién
a, () con Tespecto a xp {£), x3 () ¥ =z, (2). Como resultado obtendremos

@y (t):NTif{'m {3 gen wy! — 8 sen wgl).

Después de poner ap (f) = caoga (£} + €208 (8) -+ cuags (1) ¥ dotermipar ol
coeficiente cas de la condicidn (ay, z2) = 1 v los coeficientes cxz ¥ eq de la con-
dicién de ortogonalidad de la funcién a, (1) con respecio a a3 (1) y = (¢}, hallamos

in

@ O=F G106

{3n cos wyt — 4 008 @al).

Unn vez puesto ag (8) = cyags () - caags () ¥ determinado el cocficiente cay
de la candieidn (az, x3) = 1 y el coeficiente ¢z de la condicidn de ortogomalidad
de as () con respecln a =, (t), obtendremos

ag(t)= _Wj‘f—vﬂ (8 scn @yt — 3w son wigt),

Por iin, poniendo a, (&) = ewgs (¢) ¥ habiendo determinado el coeficiente o
de la condicién (ng, x;) = 1, obtendremos

3a
ay ()= — Wf—i_ﬁ) (4 cos wyf — 3 cos wyt).

Le dejamos al lector que por si mismo compruebe que las magnitudes ulea-
torias

7 o

= [ X0 () sen oyt dt, Zy= | X0(t) cos wyt at,
=T =T
r T

Uy— 5 X0 (1) sen wyt df, Zy= j X0(1) cos ot dt
o -T

no son correlacionadas; con elln, las magnitudes U7y v Z; tienen la dispersién D,
v las magnitudes &'y y Zp, la dispersion D,.
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§ 6.5. Representacién canénica integral de una funcién aleatoria
Sea ¥ (A} un ruido blanco arbitrario:
MV {R]=0,
Kelh. V=M TT =G50, | O3

donde G (A) es la intensidad del ruido blanco. Hallemos las con-
diciones en que la funcién aleatoria X () puede ser expresada por
medio de este ruido blanco V (A) por la integral (6.1.5). Para esto
hallemos la funcién correlativa reciproca de la funcion aleatoria
X (f) y del ruido blanco ¥ (A}, suponiendo que la funcién aleatoria
X (f) se expresa por la representacién candnmica integral (6.1.5).
Aplicando (4.7.4) para la funcién correlativa reciproca y la integral
de ella, obtendremos para todos los valores de % en el intervalo
R T

A
Keolt, B)= r:c{t, PG M)A —p)dp=G(R)x(t, &)  (6.5.2)
A
De aqui se deriva que la funcién coordenada z {¢; &), para cada valor
dado del pardmetro A, debe expresarse por la férmula
Koep (£, 1) i

2ty W= = s M X (O V). (6.5.3)

Il segundo procedimiento posible de deduccién de esta formula cs
semejante al procedimiento de deduccién de la férmula (6.2.5).
Escribamos la igualdad {6.1.5) en la forma
ka
X0 (1) = 5 V(&) = (¢, A)dn, (6.5.4)
2t

multipliquémosla por la funcién aleatoria ¥ {u) y tomemos la espe-
ranza matemdtica de los miembros derecho e izquierdo de la igual-
dad obtenida. Entonces, en virtud de (6.5.1) obtendremos

A
M XV = MV ) TTl = (¢, 2y dh=
*

k2
=zt NEWSA—maAA=C Wz . (655
A

Es precisamente de aqui de donde obtenemos la férmula (6.5.3).
La férmula (6,5.3) muestra que el ruido blanco V (A) debe ser co-
rrelacionado con la funcién aleatoria dada X (t). El ruido blance V (L)
correlacionado con la funcidn aleatoria X (#) conviene buscarlo en



§ 6.5. Represeniacion de una funcidn aleatoria 269

la misma forma en gue buscamos las magnitudes aleatorias no co-
rrelacionadas V, al hallar la descomposicién canénica de la funcién
aleatoria X (f) en el § 6.2. Para esto tomemos cierta funcién a (¢, A)
dependiente del pardmetro % y vamos a buscar el ruido blanco en
la forma

B
V()= Ia(!, ) X0 (2 de. (6.5.6)

Hallemos las condiciones que debe satisfacer la funcién a (¢, A) para
que la funcién V (A) sea un ruido blanco. Para hallar estas condicio-
nes, sustituyamos la expresién del ruido blanco (6.5.6) en la férmula
para las funciones coordenadas (6.5.3). Entonces obtendremos.

z{t IL):E‘W-M[X“ O TR =
B
610») ja(:', W) M X0 () XO@)) dt’ =

o«

B
z—al(a; 5 a(t', B) Kx(t, ) dt'.  (6.5.7)

o
De este modo, hemos recibido la siguiente férmula para las funcio-
nes coordenadas:
B

z(t, M““éj(Ta Sa(t’, W Kx(t, t')dt. (6.5.8)

Como vemos, esta férmula se semeja mucho a la (6.2.8) para las
funciones coordenadas de la descomposicién candnica; sélo que en
vez del nimero v en ella figura el pardmelro ininterrumpidamente
variable A&. Asi pues, hemos recibido una condicién que deben satis-
facer las funciones a (t, 4) y « (¢, ). Sin embargo, la condicién
{6.5.8) no es suficiente para que la funcién aleatoria ¥V (A) sea un
ruido blanco. Para obtener una condicién adicional a la cual 1a fun-
cién V (A) serd ruido blanco, multipliquemos la férmula (6.5.6) por
¥ (A') y tomemos la esperanza mateméatica de la expresion obtenida.
Entonces hallaremos 2

Kolh. MY=M[V) VY = \'a(z, MMX ()T ()ldt (6.5.9)

o bien, teniendo en cuenta (65.5.3),
£

o I S Al NGO ) 2L, M) dl =

o

B
(D 5 all, ma(l, Mydt. (6.5.10)
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Comparando esta férmula con la segunda [6rmula (6.5.1), vemos
que para que la funcién aleatoria ¥ (1) sea un ruido blanco, es nece-
sario que las funciones @ (¢, A) y « (¢, A) satisfagan la condicién

il
a0 e wyae=sa—n). ®.5.11)

Esta condicion es cl anilogo de la de biortogonalidad (6.2.12). Para
dislintos valores de & y A’ la integral del producte de las funciones
z (t, b}, a (t, &'} debe ser igual a cero, es decir las funciones x (2, &)
y a (¢, &) deben ser ortogonales.

Hemos visto en cl caso de descomposicién candnica que para
cualquier fumeién aleatoria se puede siempre hallar las funciones
x, (1) v a, () que satisfacen las condiciones {(6.2.8) y (6.2.12), mien-
tras que en el caso de representacién candnica integral no existe un
método general de determinacién de las funciones z (¢, &) y a (£, A)
que satisfacen las condiciones (6.5.8) y (6.5.11). A conlinuacién
aporlaremos nna serie de ejemplos euando se puede hallar facilmente
tales funciones x {t. ) ¥ a {¢, &).

Las condiciones (6.5.8) y (6.5.11) son necesarias para que la fun-
ci6n aleatoria V (), determinada por Ia formula (6.5.6), sea un ruido
hlaneo y para que la funcién aleatoria X (f) pueda ser expresada en
funcién de este ruido blanco por medio de la representacién candnica
integral. Es evidente que estas condiciones son sulicientes para que
la funcién aleatoria V (A), determinada por la iérmula (6.5.6), sea
un ruido blance. Demostremos que las condiciones (6.5.8) y (6.5.11)
junte con la condicidn

ka
\a(s, Ma(t', Mydr=05(—1) (6.5.12)
M
son suficientes también para que la {uncién X (t) sea expresada por la
representacién canénica integral (6.1.5). Para esto calculemos en el
segundo miembro de la férmula (6.5.4) la integral y demostremos que,
al‘cumplir las condiciones (6.5.8), (6.5.11) y (6.5.12), ésta es igual
a la funeién aleatoria centrada X° (£). En virtud de las formulas
(6.5.6) y {6.5.12) tenemos
ke ?\{} B
[ vz nar=| {j a, HX()dl'} x(t, Hydh=
ke Moo

B Y]
- i X0 (1) {ia{t, Wzt 1) d».] dt' =

[i]
= j XO() 8 (1 —1)dt = X0 (1), (6.5.13)

a



§ B.5. Representacion de _una_funcién_aleatoria 211

De este mode, hemos demostrado que las tres condiciones (6.5.8),
(6.5.11) y (6.5.12) son suficientes para que la funcién aleatoria V (A),
determinada por la férmula (6.5.6), sea un ruido blanco y para que
la funcién aleatoria X (f) se exprese en funcién de este ruido blanco
por la representacién canénica integral {6.1.5).

Ejemplo 6.5.1, En el vjemplo 4.6.2 hallamos que la derivada de la funcién
aleatoria X (£) con 1a funcién correlativa De™% =1l tiene la funcién correlativa
de la forma [véase la férmula (4.6.17))

Ky, (¢, ¥')=2Dad (t— ) — Date~ =,

Ahora bien, en este caso la funcién correlativa contiene el sumando 2Dad (t — )
quo es la funcién correlativa del ruido blanco. Sin embargo, la propia deriyada
X' () no es rnido blanco, puesto que en su funcién correlativa hay todavia cl
sumando DeZe=®"¥l. Puesto que cste sumando tiene la misma forma gue la
funeién correlativa de la funcién aleatorin X (f), es natural suponer que so puede
lLiallar una combinacién tal de la funcién aleatoria X (f} v de su derivada X' (4),
quo sea un ruido blanco pura. BExaminemes la suma

V() == aX () 4+ X (0. (6.5.14)

Sy funcién correlativa, como funcién correlativa de Is suma de dos funciones
aleatorias, es igual a la suma de lus funciones correlativas y correlativas reci-
procas de los sumandos, es decir,

Ko (t, =K, (1, 1) FatKy (¢, )oKy, (¢ ) Faky, (', 0. (6.5.15)
Ohscrvemos ahova que, en virtud de (4.6.14), para cualesgquiora ¢ v o'
Ko 1) =K, (7 1)==0, (6.5.16)

En efecto, al permutar los argumentos ¢ y ¢, las expresioues (4.6.14) pasan unn
a ln olra, puesto que con elio el signo de designaidad eutre el primero y el se-
gundo argumento cambia en el opuesto, La suma de cualguiera de las cxpresio-
nes (4.6.14) con otra expresion, que tiene los argumentos ¢ y ¢’ ncrmutmlins. o8
igual a cero, que es lo que demuestra la igualdad (6.5.16). Sustituyendo las
expresiones de las funciones correlativas en (6.5.15) y teniendo en eventa (G.3.106),
oblendremos

Ko (t, t') = 2Dad (t — t'). (6.5.17)

Aliora bien, la funcién aleatoria V (f) = aX -+ X', determinada_por la férmu-
la (6.5.14), representa en este caso un ruido blanco con intensidad igual a 20e.
Con otras palabras, la funcién aleatoria examinada X (f) esta ligada con ¢l tuido
blanco V (¢), que tiene la intensidad 2De, por la ecuacién diferencial lineal

de primer orden
X' aX = V(. (6.5.48)

Integrando esta eeunactén, para la condicidn inicial X (tg) == 0, obtendrewos
i
X (t)mc“‘"’t g V (1) ™7 d.

tn
Transformomos esta expresién. Introduzeamos el multiplicador e~T hajo el
signo integral }-‘ extondamos ¢l limite superior de integracién hasta cierto ¢ = 1,
al multiplicar la funcién subintegral por la funeién unidad escalonada 1 (f — 1),
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igual a cero para T > &
1 I!
X ()= g S =Dy (y g | D () V () dr.  (8.5.19)
iy iy
Esta expresion contiene la constante arbitraria fp. Para detorminar esta con-
stante hallemos la funcién correlativa de la funcion aleatoria X (#). Aplicando
la f6rmula (4.7.3) para la funcién correlativa de la integral de la funcién aleato-
ria ¥ teniendo en cuenta que en csle caso

gl o= 1t — ),
abtendremos
1ty
Kelt, 1= [ S daDe MI=TVp=8"=0 { (47 (' —1) S {t— 1) dTdr’ =
fo to
1
=2aD \ e~ =20y ;)1 (' —¥)dr.

o

Primeramente examinemos ¢l caso ¢nando 1 < ¢’. Tendremos

K. (t, t'y=20D j pm O =27 gy [ =B — ottt = 2a)y
to
Cuandn ¢ = ¢, on virtud de Ja simelria podemos eseribir
Ko (1, ') == D [~ M=) p=a( =20
Reuniendo estas formulaz, obtendremos
Ko (2, t')=D [e= ®t=F]_ g—altbt’= o), (0.5.20)

De aqui se ve que la funcion aleatorin X (¢} con la funcién corcelativa
D= sa expresa por medio del ruido blanco 17 (f), cuya intensidad es 2Da,

por la férmula (6.5.1%) si se pone ¢, = —oo:
iy
X ()= j Ve ™D _ndr (@ <ty (6.5.21)
-0

Ast pues, la funcién aleatoria estacionaria con funcién correlativa exponencial
s¢ expresa por la representacién candénica integral (6.5.21) en un intervalo semi-
infinito cualquiera (—oo, #;). Las funciones coordenadas de esta representacién
canénica integral so determinan por la férmula

x(t, A = e AR g — 2 {6.5.22)

Tara hallar las funciones a (f, %), observemos que la férmula (6.5.14),
en ln enal el raido blanco ¥ () va expresado mediante la funcién aleatoria
X (), puede ser escrita en la forma

t
VA= 5 18" (A —t)4-ced (R —2)) X (1)t (h < t).

—
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De aqui s¢ ve que
af(t, ) =8 (h— &) + cd (A — 1) (8.5.28)

En el ejemplo que sigue veremos gue las funciones z (¢, A} v a (¢, }), determi-
na%asipor ]ﬁsﬁ éﬁrg;u]ns (6.5.22) ¥ (6.5.23), satisfacen las tres condiciones (6.5.8),
6.5.11) ¥ (6.5.12).
Efemp 0 6.5.2. Los resultados del ejemplo anterior muestran que la fun-
cién aleatoria no estacionaria X (f) con la funcién corrolativa (6.5.20) so expresa
or la representacién candnica integral (0.5.19) en el intervalo finito (fy, ¢,
n ello, las funciones coordenadas z (¢, A) v las funciones a (¢, A) van expre-
sadas por las mismas férmulas (6.5.22) y (6.5.23).
Es f4cil cerciorarse de que en este caso las funcionés = (¢, &) y a (¢, A) satis-
fax:in las tres ecuaciones (6.5.8), (6.5.11) y (6.5.12). En efecto, para z; << ¢ <=
= A<

ty

q K_(t, ') a(t'h) di’ =
;6 i
=D S (o= =0 = ot~ 200] [ (h— £} + o8 (h— 1) it —
1o

= — Do [e =M= g=ultth=2tY | po [eme—t_ gmal+h=2tay g

Tara ty << A <<t << t; obtendremoes
t
g a(t', M Ke(t, thdt'=
A
t

= S le“ﬂ'ﬂ— { 5 EERY ‘—R{H—I’-‘-?ﬁ:)l (8 {h—=t) b ab (h— ) dt' =
o
— D [c-a(t—M +e—a.(t—}vl.—2fn)]_;_ Da [e—a.(f—i\)__s—a{f-l-l—z!l})l 52;)“8—'1(?—?-).

Al dividir las expresiones obtenidas por la inlensidad del ruido Blanco V (L),
igual en este caso a 2D, obtendremos precisamente la funcién = (¢, &) deterim-
nada por la férmula (6.5.22). Asi pues, las fanciones = (¢4, 2) y a (¢, A) satislacen
Ia condicidn (6.5.8). Luego tenemns

1 1
; Z(t, Mail, A ydt= j e MM Ly 3y [0 (M — 1) b (M —f) di=
!'n tn

=_ai, [ =N (3! — )] Fae™* R =R O — Ry =

Rt me—-u(?.'-}.) T i e alr =Ag (?»'—-J'.)—F
e~ =R G )=~ —RI§ (A7 — 2.

Pero & (M — &) = O para todos los valores de X' o= L. Por eso el multiplicadoy
%= puede ser sustituide en la expresién obtenida por la upidad. Tor
ennsiguiente, las funciones =z (£, A} v a (4, &) satisfacen la condicién (6.5.11).
De un modo absolutamente anidlogo nos convencemos de que ellas sulisfacen
también la condicién {6.5.42).

18-0838



274 Cap. 6 Representaciones candnicas de funciones aleatorier

Ejemple 6.5.3. Le dejamos al leetor que por si mismo se convenza de que
gi X (f) es una funcifin aleatoria estacionaria con la funcién eorrelativa

kx (1) =D~ (cos gt u;i senwg| T i) :
0

entonces la funcién aleatoria
Vi) = X" (t) + 2aX" () + (X (1), P*=o?+ wf. (6.5.24)

representa up ruido blanco con intensidad igual a 20af?. Al examinar la igual-
dad (6.5.24) como ccuacion diferencial con respecto a X (2) ¥ al inlegrarla, nos
cercioramos de que la funcién aleatoria X (i) se expresa a través del ruido blance
V (4) por la f6rmula

1

X(;)=%S V(M e "N sen oy (t—2) 1 (t—A)di (¢ <Ty).  (6.5.25)

Esta férmula ofrece lu representacion candnica integral de la funciéu aleatoria
X () con las funciones coordenadas

z(t, ;')=T:';§" e~ =M gen wy (t—A) 1 (—A). (6.5.26)

Lag funciones a (¢, 1) se determinan en este caso por la férmula
aft, b) = 8" (h — 8) -F 208" (h —2) - B (R — ). 6.5.27)

Al igual que en el ejemplo anterior, uno puede convencerse de que las lunciunes
z(t, &} ¥ a {t, }), determinadas por las férmulas (6.5.26) y (6.5.27), =atislacen
las condiciones (6.5.8), (6.5.11) ¥ (6.5.12).

§ 6.6. Representacién canénica integral
tle una funcién alealoria estacionaria

Iin los §§ 5.2 y 5.3 construimoes una clase de funciones aleatorias
estacionarias representables por las descomposiciones espectrales
(5.2.21) y (5.3.3). Dado que las funciones aleatorias L (w), Z (@)
¥ V (w) en estas férmulas son ruidos blancos, la descomposicién
espectral de una funcién aleatoria estacionaria es, al mismo tiempo,
también su representacién canénica integral. Aplicando la Teoria de
representaciones candnicas integrales de funciones aleatorias, expues-
ta en el pdrrafo anterior, ahora podemos demostrar que cualquier
funcién aleatoria estacionaria se expresa por la representacién cand-
nica integral (5.3.3). Este hecho ha quedado sin demostrar en los
§§ 5.2 y 5.3. Al demostrarlo, podemos afirmar que la clase de funcio-
nes aleatorias estacionarias, construida en los §§ 5.2 y 5.3, incluye
todas las funciones aleatorias estacionarias.

Para la demostracién observemos que las funciones

(b, M) =e, a(t, 7{)=9—1ﬂ-e"3~‘ (6.6.1)
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satisfacen las ecuaciones {6.5.11) y (6.5.12). En efecto,

5 eirt ;ne—*“dt j 0N dp = § (h— 1),

- —oo

j eil! %e—ilt' d?l. = ?In__ 5 gilt=19n dl=6 (t,,_ I'}
[véase la férmula (2.2.22) que ofrece la representacién de la funcién
delta en forma de la integral de Fourier).

Para cerciorarse de que las funciones z (¢, 4) y a (¢, A), determma-

das por las férmulas (6.6.1), satisfacen también la ecuacién(6.5.8),
basta demostrar que la integral

S kx(t—t)a(t', 2 et =5 S ke(t—t) e dt’  (6.6.2)
se distingue de la funcidon z (¢, ) = ¢'*! solamente por el multi-
plicador independiente de ¢ y tomar cste multiplicador como fun-

cién & (). Efectuando en la integral (6.6.2) Ja sustitucién de las varia-
bles T = t — t’, obtendremos

% j kx(t——t‘}&“'" di’ =91M_E|:1_ S Jox (T)e"”"d‘t.
—oa

De aqui se ve que las funciones z (¢, A) ya (t, }\.), determinadas por
las férmulas (6.6.1), satisfacen la ecuacién (6.5.8) cuando

G ()= o 5 kx (1) =P dr. (6.6.3)

En virtud de lo demostrado en el parrafo anterior, la funcion alea-
toria

¢ : -

V) =p 5 XO (1) =it dy (6.6.4)

representa un ruide blanco cuya intensidad es igual a G (A) v la

funcién aleatoria X (¢) va expresada en funcién de este ruido blanco
por la representacién candnica integral

o
X@=met | VOyeran (6.6.5)
LEsta formula difiere de (5.3.3) solamente por la designacion de la
trecuencia.
18+
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Comparando la férmula (6.6.3) con la (5.3.11}, nes econvencemos
de gue la intensidad G (M) del ruido blanco ¥ (1), determinado por
Ia férmula (6.6.4), coincide con la densidad espectral s, (A) de la fun-
cién aleatoria X (f). Por fin, en virtud de la férmula general (6.1.10),
la funcién correlativa de la funci6én aleatoria estacionaria X (f} se
expresa por la representacion canénica integral

he(t—1t)= | G () emte™ dh= 5 s (A) &M= dh.  (6.6.6)

Esta formula se distingue también de la (5.3.15) solamente por
la designacién de la frecuencia.

Ahora bien, hemos demostrado que cualguier funcién aleatoria
estacionaria se expresa por la representacién candnica integral (6.6.5)
que coincide con su descomposicién espectral (5.3.3).

Demostremos ahora que para ninguna funeién aleatoria no estacio-
naria la descomposicién espectral puede ser su representacién cand-
nica integral. En efecto, supongamos que la funcién aleatoria no
estacionaria X (f) se expresa por la representacién candnica integral
(6.6.5). Entonces su funcién correlativa debe expresarse por la
formula (6.6.6.), es decir, debe depender solamente de la diferencia
de los argumentos, lo que contradice a la suposicién acerca de la no
estacionaridad de esta funcidn aleatoria. Asi pues, si se logra expre-
sar una funcion aleatoria no estacionaria por la descomposicién espec-
tral (6.5.5), la funcién V (A} no puede ser un ruido blanco en esta
descomposicién. Esto quiere decir que la descomposicion espectral
de una funcién aleatoria no estacionaria la expresa solamente a través
de otra funcién aleatoria V (L), que en el caso general no es mis sen-
cilla y no da nada para la prictica.

Examinemos ahora dog funciones aleatorias reales X (f) ¢ Y (2)
que son estacionarias y estacionariamente ligadas. Expresemos la
funcién aleatoria X (¢) por la representacién canénica integral (6.6.5)
¢ Ia funcién aleatoria Y (2), por la representacién candnica integral
Y()y=my+ § W)ensan. (6.6.7)
En este caso el ruido blanco V (L) se expresara por la férmula (6.6.4)
y el ruido blanco W (A), por la formula semejante

1 o it
W (}) = S YO (1) et dt. (6.6.8)
-
Caleulemos la funcién correlativa reciproca de los ruidos blancos

Vi{A) y W (A). Para eso pasemos en (6.6.8) a las magnitudes conju-
gadas complejas y cambiemos las designaciones del argumento y de
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la variable de integracién. Entonces_obtendremos
S 5 M X (1) Y0 (") et -M dt dt’

Y

MY Q)W) =
bien

©a
Koo Oy My=—ir | [ sy lt—tye0 s aar.

La sustitucién de las variables t' =t —x en'la integral con respecto
t da

Koo (A 7&')=% S Eey(t) e~ dr 5 =21 .

Pero )
S =M @t = 278 (h— ).

Por consiguiente, introduciendo la designacidén

Sxy(?\')=-2—1;:b- S ke (1) e~ dx, (6.6.9)
obtendremos B
Kow (A ) =855 () 8 (A — 1) (6.6.10)

De este modo, hemos demostrado que la funcién correlativa reci-
proca de los ruidos blancos en las representaciones espectrales de
dos cualesquiera funciones aleatorias estacionarias y estacionaria-
mente ligadas contiene como multiplicador la funcién delta. Esto
quiere decir que los valores de estos ruidos blancos, correspondien-
tes a diferentes valores de la frecuencia, no son correlacionados. En
el § 5.6. hemos mostrado esto recurriendo a otros razonamientos.



CAPITULO 7

Enlropia e informacién conlenida
en las magnitudes aleatorias

§ 7.1, Medicion de la indeterminacion
de fenomencs aleatorios. Nocion de entropia

Todo fendmeno aleatorio estd vineulado con cierta indetermina-
ciéu. Ll resultado de observaeion de un fenémeno aleatorio no puede
ger predicho con plena seguridad, es decir, es indeterminado y se
hace determinado solamente después de la observacién. Por eso, al
planificar trabajos relacionades con la observacion de fenémenos
aleatorios o al calcular sistemas destinados a funcionar con seiiales no
conocidas de antemano, debemos tomar en consideracién la inde-
terminacion de los resultados de observacién de los fendomenos aleato-
rios, tener ¢n cuenta que los resultados de unas mismas acciones y
pruehas pueden ser en el proceso de trabajo distintos. Cabe preguntar
ése podria medir la indeterminacién de fenémenos aleatorios y tener-
la en cuenta en nuestros c¢alculos? Para resolver esta cuestién, preste-
mos alencién al hecho de que en ciertos casos podemos comparar la
indeterminacién de los resultados de diferentes experimentos y decir
con seguridad que la indeterminacién de una prueba es mayor que la
de otra. Asi, por ejemplo, si, como resultado de una prueba, el acon-
lecimiento A puede producirse o no producirse con la probabilidad
de 1/2 y, como resultado de otra prueba, el acontecimiento B puede
suceder con la probabilidad de 0,99,entonces estd claro intuitivamen-
te que la primera prueba posee mayor indeterminaeién que la segunda.
En efecto, el resnltado del primer experimento es absolutamente im-
posible. predecir. Al contrario, pricticamente podemos estar seguros
de que no-nos-equivocamos al predecir que, como resultado del segun-
do experimento, el acontecimiento B se producira. Si en la tercera
prueba el acontecimiento € tiene la probabilidad de 0,9 es evidente
que esta prueba posee mayor indeterminacién que la segunda y menor
que la primera. Este ejemplo muestra claramente que la estimacién
cuantitativa de indeterminacién de los resultados de observacidn de
los fenémenos aleatorios es, en principio, posible.

Para hallar el modo de tratar la estimacién cuantitativa de la
indeterminacion de los fendmenos aleatorivs, imaginémonos que
participando en cualquier trabajo, por ejemplo, en el mando de un
proceso de produccién, hemos efectuado cierto experimento. El resul-
tado del mismo es necesario comunicéarselo a otros participantes, para
que puedan cumplir su parte del trabajo. Claro estd que la comunica-
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¢ién acerca del resultado de la prueba liquida por completo la inde-
terminacién que existia antes de llevar a cabo el experimento.

Para transmitir las comunicaciones se utilizan generalmente los
medios de enlace. La transmisién de comunicaciones se efectiia por
1as lineas de enlace con ayuda de determinadas sefiales. Por eso, para
transmitir una comunicacién, es necesario ponerle en correspondencia
una sucesién determinada de sefiales o, como se dice, cifrar la comu-
nicacién. El cédigo binario es el mas sencillo. En éste la transmisién
de comunicaciones se efectiia por sefiales de dos tipos. Al ligar con
an tipo de seiial el cero y con el otro, la unidad, reduciremos la codi-
ficacién de la comunicacién a su representacién en forma de una
sucesién de ceros y unidades que alternan de una manera determina-
da. Con ello, es necesario, naturalmente, asegurar que a distintas
comunicaciones les correspondan diferentes sucesiones de ceros
y unidades. Desde el punto de vista teérico, al cifrar comunicaciones,
&s necesario tratar de gastar con mayor economia el tiempo y los
medios requeridos para su transmisién, Esto se puede alcanzar eli-
giendo tal procedimiento de codificacién con el cual sea minimo el
nimero esperable de signos (sefiales) con ayuda de los cuales se
fransmiten las comunicaciones. Iis obvio que para asegurar el niimero
minimo esperable de signos para la transmisién de las comunicaciones
acerea (el resultado de la prueba en cuestién, es necesario represen-
tar los resultados de mayor probabilidad por las sucesiones mds cor-
tas de ceros y unidades y los de menor probabilidad, ligarlos con
sucesiones mas largas.

Fl posible nimere minimo esperable de signos requerido para
liguidar por completo la indeterminacién del resultado de la prueba,
al emplear el procedimiento mas cconémico de codificacion, conviene
tomarlo por medida cuantitativa de la indeterminacién del experi-
mento. Con ello, la unidad de indeterminacion serd un digito binario
{en forma abreviada bit) *).

Para realizar pricticamente el procedimiento de codilicacion
mis econdinico, con el cual la esperanza matematica del niimero de
digitos binarios necesarios para transmitic la comunicaeién sobre cl
resultado de la prucha sea minima, se procede del modo siguiente.
"Podos los resultados posibles del experimento se dividen en dos gru-
pos de manera que la probabilidad sumaria de los resultados de cada
grupo sea lo mds proxima a la mitad. A un grupo sele asigna el primer
digito binario; ol cero, y al otro, la unidad. Luego cada grupo se
divide en dos subgrupos de medo que la probabilidad sumaria de los
resultados de cada subgrupo sea lo més préxima a un cuarto. De tal
manera se continda la divisién de los subgrupos hasta que se obtenga
¢l subgrupo que contenga sblo un resultado del experimento. Los

) Bits cs una abreviatura del término inglés «binury digits que significa
en pspaiol «ligito binarios.
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subgrupos que contienen més de un resultado se siguen dividiendo.
Al fin y al cabo todos los subgrupos contendran cada uno un resultado
¥y, con ello, a los resultados mds probables les corresponderéd menor
cantidad de digitos binarios y a los resultados menos probables,
una cantidad mayor de los mismos.

Ejemplo 7.1.1. Si son posibles ocho resultados del sxperimento con las
probabilidades 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/84, 1/64, 1/64, 1/64, entonces, aplicando el
procedimiento expuesto de codificacién, obtendremos la tabla siguiente:

i pi | Dig. 1) Dig. 2| Dig. 3| Dig. 4| Dig. 5| Dig. 6
1
1 2— 0
" 1
2 3 } ] !
5 1
3 T t 1 0
1
4 6 1 1 1 0
5 o t 0
A 1 1 [§]
6 .
i 1 1 1 H 4] 1
i || 4 x IF %
W 1 1 0
8 1 i 1 1
A 1 1 1

“Ahora bien, la comunicacién sobre el resultado més probable del experi-
mento, que tiene la probabilidad de 1/2, se transmitird por un solo digite bina-
Tio.0; la comunicacién sobre el segunde resultado del experimento, que tiene
la probabilidad de 1/4, se transmitird por dos digitos 1 y 0; la comunicacién
del tercer resultado, que tiene la probabilidad de 1/8, se transmitiré por tres
dif‘itos; lacomunicacion sobra el cuarto resultado que tiene la probabilidad de
4/16, se transmitird por cuatro. digitos y las comunicaciones acerca de cada uno
de los demds resultados, cuyas probabilidades son iguales a 1/64, se transmiti-
rén por seis digitos.

Hallemos la indeterminacién del exgerimento en cuestidn, la cual, seglin
la definicién anteriormente dada, es igual a la esperanza matemética del nime-
ro de digitos requeridos para transmitir la comunicacién sobre sl resnltado de la
prueba. Los valores posibles del nimero de signos que puede comprender la
comunicacién sobre el resultado de la prueba son 1, 2, 3, 4’y 6. Las probabilida-
des de estos valores son iguales, respectivamente, a 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 y 4 . 1/B4 =
= 1/18. Por eso la esperanza matemética del nitmero de digitos que puede com-



§ 7.0. Medicton de la indeterminacién 281

prender la comunicacién sobre el resultado de la prueba es igual
1 1 1 1 1
H=i-—2--{-2-?+3v—8;-+4-ﬁ+ B-Eﬂz bits.

Asf pues, la indeterminacién del experimento en cuestién es igual a 2 bits.

jemplo 7.14.2. Si son posibles ocho resultados del experimento y la proha-
bilidad de cada uno de ellos es igual a 1/8, entonces el procedimiento expuesto
de codificacion de las comunicaciones acerca de los resultados del experimento
lo ofrece la tabla siguiente:

i p; | Dig. 1| Dig. 2| Dig. 3

i ‘%‘ 1] 0 1]
1

2 e ] 0 1
1

3 3 1] 1 0
1

& |49 (4 [ A
1

5 5 1 0 a
1

[ r 1 1] 1
1

7 'y 1 1 0
1

8 Y 1 1 L

Alora bien, la comunicacién sobre cualguier resultado del experimento se
transmite en este caso por tres digitos. Y esto era de esperar, puesto gue Lodos
los resultados de la prueba son equiprobables. La esporanza matemética del
nimero de diﬁims comprendidos en la comunicacién vs tumbién igual a Lres.
Per lo tanto, la indeterminacidn del experimento en cuestién es igual a 3 bits.

Examinemos el experimento con n resultados posibles cuyas pro-
babilidades son todas iguales a potencias enteras de una mitad. Es
facil comprender que, al emplear el procedimiento de codificacion
expuesto, al resultado de la prueba cuya probabilidad es 2-™ lo
corresponderd m digitos binarios, lo gue evidencian c¢laramente los
ejemplos citados. Asi, pues, la esperanza matemdtica del niimero de
digitos comprendidos en la comunicacién sobre el resultado del ex-
perimento en cuestién es igual a

H = Y'm2-™, (7.1.1)
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«donde ba adicién se realiza con respecto a todos los resultados posi-
bles de la prueba. En oste caso, esté claro que si ciertos resullados del
experimento tienen probabilidades iguales, les corresponderin
sumandos iguales. Observemos ahora que en el caso en cuestién, en
que la probabilidad del i-ésimo resultado de la prueba p; = 2-™,
¢l nimero de digitos comprendidos en la comunicacién acerca de este
resultado del experimento es igual al logaritmo binario de su probabi-
lidad tomado con el signo contrario: m = —2logp, (i=1, ..., nh
Por eso la férmula (7.1.1) se puede escribir en la forma

n
H= =2 p*og p;. {7:4.2)
i=1

Esta magnitud, vblenida por nosotros para el caso particular cuando
las probabilidades de todos los resultados del experimento se expre-
san por potencias enteras de una mitad, se toma por medida cuanti-
tativa de indeterminacion de cualquier prueba con wn numero finito
de resultados posibles y se llama entropia del experimento. En vez de
experimento, se puede hablar de un sistema con nimero finito de
estados posibles gue tienen probabilidades asignadas de antemano.
La entropia de este sistema, determinada por la férmula (7.1.2), es
la medida de indeterminacién del sistema. Claro estd que en la defi-
nicién de la entropia (7.1.2) se tienen e¢n cuenta todos los resultados
posibles del experimento, es decir,

n
2 pie—1. (7.4.3)

=1
L# entropia de un experimento con un nimero finito n > 1 de
resultados (o de un sistema con un nimero finito de estados posibles)
s siempre posiliva, puesto que los logaritmos de fracciones propias
son negatives. Si la prueba tiene un solo resultado posible cuya pro-
babilidad es igual a la unidad, entonces la entropia de la prueba es
igual a cero. Lsto es natural ya que el experimento con un solo
resultado posible carece por completo de indeterminacién. Demos-
‘tremos ‘que entre todos los experimentos posibles, con n resultados
posibles, Ia mayor entropia la poseen los experimentos de resultados
auiprobables. Para la demostracion, deduzeamos una desigualdad
auxiliar que necesitaremos mas de una vez a continuacién. Observe-

mos gque para cualesquiera valores positives de z

In 2= =z — 1. (7.1.4)

En efecto, el logaritmo es una funcion mondétona creciente con deri-
vada monttona decreciente. Por consigujente, se representa por una
gurva, cuya convexidad esta dirigida hacia arriba, que se encuentra
por completo bajo cualquier tangente a ella (fig. 7.1.1.). En particu-
lar, la curva que representa al logaritmo natural se halla por com-
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pleto bajo la tangente a ella en el punto = 1 que tiene la ecuacién
y = & — 1. Precisamente de aqui se deduce la desigualdad (7.1.4).
El signo de igualdad en (7.1.4) tiene lugar sclamente cuando z = 1.
Poniendo z = 1/u, obtendremos

¥ Y=z=f
In -1—-@-1- 1
i
de donde el
1 1 '
Inu= —-lﬂ: }1—?.
(] I
Ahora bien, para eualesquiera valores posi- ‘ } =
tivos de u
i
Ine>=1——. (7.1.5) Fig. 7.1.1.

Pasando aquf de los logaritmos naturales a los hinarios, obtendremos
4 142 =
2logm;(i—;—) loge. (7.1.6)

Eslo es precisamente la desigualdad auxiliar buscada.
En virtud de la definicién (7.1.2), la entropia de un experimento
con n resultados equiprobables es
n i
Hp=3 ~*log—="logn 3} = ="logn. (7.1.7)
§==i i=1
Observemos ahora que las probabilidades iguales de 1/rz, que consti-
tuyen en suma la unidad, pueden ser sustituidas en (7.1.7) por otras
probabilidades cualesquiera py, ps, . . . p, que constituyen en total

ia unidad. Entonces la entropia de un experimento con nr resultados
equiprobables se expresard por la farmula

L n
H,="logn 2} pi= (2__1 pitlogn.

Restando de esta expresidn la (7.1.2) de la entropia de un experimen-
to con n resultados que tienen las probabilidades p,, .. ., p,, ten-
dremos

Hp— U= p;tlognp.
i=1
De aqui, aplicando la desigualdad (7.1.6), nbtencwmos
" l n n 1
H,—H>oge S p; [1—;}7‘_) =2loge (2 pi—3 ?) ~ 0.
i=l1 j=1 1=1

Esto demuestra que la entropia de un experimento con resultados
equiprebables no puede ser menor que la de otro experimento cual-
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quiera con el mismo nimero de resultados posibles. Como el signo
de igualdad en {7.1.6) tiene lugar solamente para u=1, la entropia
de un experimento con resultados equiprobables siempre es mayor
que la cualquier prueba que tiene el mismo nimero de resultados
posibles pero diferentes probabilidades de los mismos.

Observemos todavia que, como muestra la férmula (7.17), lu
entropia de un experimento con resultados equiprobables serd tanto
mayor cuanto mayor sea el ntimero de resultados posibles del mismo.

Todas las propiedades examinadas de la entropia se concuerdan
plenamente con nuestras ideas intuitivas acerca de la indetermine-
cion de los resultados de observacién de fendmenos aleatorios.

§ 7.2. Entropia de una magnitud aleatoria.
Enlropia condicional media

Extendamos ahora la definicién de entropia, dada en el parrafo
anterior, al caso de un conjunto infinito de resultados posibles de
un experimento. Para esto introduzcamos la nocién de entropia de
una magnitud aleatoria. Examinemos primeramente una magnitud
aleatoria discontinua X cuyos posibles valores zy, . . ., &, tienen las
probabilidades que son iguales a pi, . .., Pp, respectivamente. El
experimento tiene en este caso n resultados posibles y las probabi-
lidades de éstos son iguales a las de los valores correspondientes de
la magnitud aleatoria X. Tomemos la entropia de este experimento
por la de la magnitud aleatoria discontinua X. De este modo, la
entropia de una magnitud aleatoria discontinua representa la suma,
tomada cop signe contrario, de probabilidades de todos sus valores
posibles multiplicados por los logaritmos de estas probabilidades:

H[X]= —Elpﬁlug P (7.2.13

Para determinar la entropia de una magnitud aleatoria continua
X, dividamos el dominio de sus valores posibles en un nimero finito
de intervales Iy, ..., I, y tomaremos por el i-ésimo resultado del
experimento el encuentro del valor de la magnitud aleatoria X en
el i-ésimo intervalo. Las probabilidades de estos resultados del ex-
perimento seran

pi{ f@de=flayBa,  @=1, ..., n),
n

2 pi=1, (7.2.2)
i=1

donde x; es cierto valor medio de « en el i-ésimo intervalo, Az, es la
longitud del i-ésimo intervalo y f (z) es la densidad de probabilidad
‘de la magnitud aleatoria X que se supone ser continua en cada uno de



§ 7.2, Entropia de una magnitud alealoria 285

los intervalos Iy, . . ., Jn. La entropia del experimento, en virtud de
la definicion (7.1.2), serd

——_ 2:1 [f (z:) Azi} *log {f (1) Azi] =

= — 3 1@ flog (@) + Yog Az] Axy

o bien

n n
H=— Ex f(:) *log f (1) Az — tzl f(ze) (Flog Aze) Az, (7.2.3)
i= =

En esta férmula el paso directo al limite para Az;—- 0 es imposible,
puesto que en este. caso el segundo sumando crece ilimitadamente.
Para vencer este obstaculo, observemos gue en los problemas pric-
ticos nos interesa generalmente no la indeterminacién absoluta de
cualquier magnitud aleatoria sino solamente en cudnto su indetermi-
nacién es mayor o menor que la de otra magnitud o bien en cudnto
ha disminuido la indeterminacién de la magnitud aleatoria en cues-
tién como resultado de uno u otro experimento. Y como las diferen-
cias de las entropias no cambian al transferir arbitrariamente su
origen, entonces el segundo sumando del segundo miembro de la
férmula (7.2.3) se puede sustituir por la magnitud constante arbitra-
ria H ;. Entonces la entropia del experimento en cuestién se determi-
nard por la férmula

H=H;— Z’i flx:) 2og f(z) Az;.

En esla férmula se puede pasar al limite al aumentar ilimitadamente
el nimero de inlervalos en ¢l que se divide el dominio de valores
posibles de la magnitud aleatoria X y al tender a cero las longitu-
des de todos los intervalos. Entonces la suma pasard a la integral
y obtendremos

1= Ho— | /(x)*log [ (2) dx. (7.2.4)

Comvnmente, para sencillez, se supone que o = 0 y se determina
la entropia de una magnitud aleateria continua X por la férmula

H=— j f (2)2logf (z) da. (7.2.5)

Observemos ahora que la integral en (7.2.4) y (7.2.5) es la esperan-
za matematica de la funcion? log f (X) de la magnitud aleatoria X.
Por eso la definicién (7.2.5) de entropia de una magnitud aleatoria
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continua se puede escribir también en la forma
H = —M 1®log f (X)]. (7.2.6)

Puesto que el origen de la entropia ha sido cambiado arbitra-
riamente al deducir las férmulas (7.2.4) y (7.2.5), 1a entropia de una
magnitud aleatoria continua puede ser tanto positiva como negativa.
Anilogamente al pasar de la escala termométrica absoluta, por ejem-
plo, a la centigrada, obtendremos los valores de temperatura tanto.
positivos como negalivos.

La férmula (7.2.8) determina tanto la entropia de una magnitud
aleatoria continua escalar como la de un vector aleatorio cuyas.
componentes son magnitudes aleatorias continuas. La férmula (7.2.5)
puede servir también para la determinacién de la entropia de un
vector aleatorio continuo, si la variable z se entiende como vector
(es decir, como un conjunto de varias variables) y la integral, como-
integral miltiple extendida a todo el dominio de valores posibles
del vector aleatorio X. En forma desarrcllada esta férmula se escri~
bird asi:

i § 5 [ oo or 20} ?l0g f(@5r <y Za) d2; - .. dZae

(7.2.7)

Fs fdcil comprender que la entropia de una magnitud aleatoria
depende solamente de la distribucién de las probabilidades de sus
valores y no depende de la disposicién de esta distribucién con res-
pecto al origen de coordenadas. En efecto, la integral (7.2.3} no
cambiard si cn ella se efectiia la sustitucién de la variable z =
= y — a. Bsto quiere decir que las magnitudes aleatorias X y Y =
= X -+ a tienen la misma entropia para cualquier a. En particular,
esto es valido cuando 2 = — m,. De aqui se desprende que la entro-
pia de cualquier magnitud aleatoria no depende de su esperanza
matemética y es igual a la entropia de la magnitud aleatoria centra-
da correspondiente.

Ejemplo 7.2.1. La entropia de la distribucién normal conforme a (7.2.5) ¢s

oo x2
e 2
" pq:—-yz;ﬁ j e D (—%9103 2 — 7= ?log z) .
Pero
1 oo _1_2 i o X2
2D | { ~ED
—r— d.):ﬂ‘l, P 2, J=D
VD _5 & VanD _L = -

Por lo tanto,
H [.?01'].—_—;-'1 log 2rD +—_1—2logg:*lo; VEaeD.
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Ejemplo 7.2.2. La entropia de la distribucion uniforme, en virtud de ( 7.2.5)
os

1
1
H|X)=— s -F:;’Iog-gé?d:=9log(b-a).

Efemplo 7.2.3, Para la distribucién exponencial f{r) = ke™™* (z = Op
la entropia s¢ determina por la férmula

-
H1X)= _f kemh (2log k— kz 2log ¢) dz.
[}

T'ero
Lol oo

£.’:¢"".&x—!, J :ke“"‘d:aMI.Y].—_%.

Por consiguinnle,

H[X]j= —tlog k+log e=%log E- .

Mis adelante veremos que una importantisima tarea préctica es:
Ja estimacion de la variacién de la indeterminacién de la magnitud
aleatoria X después de efectuar el experimento como resultado del
cual se hace conocido el valor de otra magnitud aleatoria Y. Intui-
tivamente estd claro que la indeterminacién de la magnitud aleato-
ria X disminuird silas magnitudes X ¢ ¥ son dependientes y per-
manecerd invariable si dichas magnitudes son independientes.
A continuacién veremos que esto es precisamente asi para nuestra
definicién de la medida de indeterminacién de una magnitud alea-
toria,

Para estimar la indeterminacién de la magnitud aleatoria X,
que queda después de observar la magnitud aleatoria ¥, conviene in-
troducir la nocién de entropia de la magnitud aleatoria X con respec-
to a la magnitud Y. Es evidente que para esto es suficiente snstituir
en la férmula (7.2.1) las probabilidades de los valores de la magni-
tud X por las probabilidades condicionales correspondientes. Sean.
X e Y dos magnitudes aleatorias discontinuas y

X o= N 5
py=2P (Y.—:;;) (=1, «.., m; j=1, ..., m),

) p”=1. (723}'
En virtud del principio de adicién de probabilidades, las probabili-

dades no condicionales de los valores de la magnitud ¥ se delermi-
nan por la férmula

" m
9J=P{Y=y:}=i§ Piis jE:qu=1| (7.2.9)
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vy andlogamente las probabilidades no condicionales de los valores
de 1a magnitud X se determinan por la férmula

=11!>(X=nc‘)=_21 Piss 2{ pi=1. (7.2.10)
= i=

Las probabilidades condicionales de los valores de la magnitud
aleatoria X con respecto a Y serin

Py=P(X= x;]}’—-y;}—ﬂi ;1{ Py =1, (7.2.11)

v las probabilidades condicionales de los valores de la magnitud
aleatoria ¥ con respecto a X serdn

Q=P ¥ =y;| X=2)= P" ZQ{;—l (7.2.12)

Sepin la definicién (7.2.1) la entropia condicional de la magnitud
aleatoria X para el valor dado y; de la magnitud ¥ se determinara
por la férmula

HIX|y)= —tZlemmgP,,(;:i, ey )L (7.2.13)

La entropia condicional de la magnitud X depende del valor que toma
la magnitud Y, es decir, ella misma es una magnitud aleatoria. Por
medida de indeterminacién de la magnitud aleatoria X, que queda
después de observar la magnitud aleatoria Y, se toma la esperanza
matemdtica de la entropia condicional

HylX1=M 1 [X|Y]]= z aiH X | ysl.

Suslituyendo aqui la expresién (7.2.13) de la entropia condicional
¥ tomando en consideracién (7.2.11), obtendremos

Hy[X)= — 2", 2‘1 pij tlog Pis. (7.2.14)
i=1 5=
Esta magnitud se llama eniropia condicional media de la magnitud
aleatoria X con rospecto a Y.

De un modo analogo se determina la entropia condicional media
de la magnitud aleatoria ¥ con respecto a X:

HelY]=—3 2 Puoz Q. (7.2.15)

Para determinar la entropia condicional de la magnitud aleato-
ria continua X con respecto a la magnitud aleatoria continua Y,
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basta sustituir en la férmula {7.2.5) la densidad de probabilidad de
la magnitud aleatoria X por la densidad de probabilidad condicional
correspondiente f, (z | ¥). Entonces obtendremos

o0

HiX|yl=— | fisly)Nogli(s]y)dz.  (1.2.16)

-0

Esta magnitud depende del valor y de la magnitud aleatoria Y.
Para determinar la entropia condicional media de la magnitud ale-
atoria X con respecto a Y, se debe multiplicar la expresién (7.2.16)
por la densidad de probabilidad f.(y} de la magnitud -aleatoria ¥
@ integrar con respecto a y. Como resultado obtendremos

20 00

mX1=M XY= | { f20) /(|05 fi (2]y) dzdy.

-0 =00

Pero
R fi(zly)=1(x

es la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes aleato-
rias X e Y. Ahora bien, la entropia condicional media de la magnitud
aleatoria X con respecto a ¥ se determina por la f6rmula

o

Hy(X1=— { { f(@ o) %ot (@|p)dedy.  (7.247)

Iista formula puede ser representada también en la forma
H,IXl=—MI®logf (X | YL (7.2.18)

Si las magnitudes aleatorias discontinuas X ¢ Y son independien-

tes, entonces p;; = puyy, Py = pi, Qi = g5 v las formulas (7.2.14)
y (7.2.15) dan

H,|X) =H {X], H Y} =0 [¥). (7.2.19)

.o mismo en el caso de las magnitudes continuas independientes
X o Y, sus densidades condicionales de probabilidad coinciden con
las correspondientes densidades de probabilidad no condiciounales
v volvemos a obtener las formulas (7.2.19). Asi pues, si las magni-
tudes aleatorias X e Y son independientes, todas sus entropias
condicionales y las entropias condicionales medias coinciden con las
correspondientes entropias no condicionales. En el § 7.4 demostra-
remos que si las magnitudes aleatorias X e Y son dependientes, la
magnitud condicional media de cada una de cllas ¢on respecto a la
otra es siempre menor que la correspondiente entropia no condicio-
nal.

Y—Duia
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Ejemplo 7.2.4. Las magnitudes aleatorias X e Y tienen distribucién con-
junta normal, Hallar la entropia de la msgnitud aleatoria X y su entropia con-
dicional media con respecto a Y.

Como. segiin 1o demostrado en ¢l § 3.6, las distribuciones condicionales y no
condicionales e las componentes do un vector aleatorio normalmente repartide
son normales, entonces, para caleular la entropia ¥ la entropia condicional de la
magnitud aleatoria X, se puede aplicar la férmula deducida en el ejemplo 7.2.1.
Puesto que conforme a (3.6.41) la dispersién condicional de la magnitud aleato-
ria X no ﬂeglem]a del valor ¥ de la magnitud ¥, la entropia condicional media de
la magnitud X con respecto a Y coincide con la entropfa condicional. Asi pues,
aplicando los resultados del ejemplo 7.2.1 y las férmulas (3.6.6) y (3.6.11)
para las dispersiones y las dispersiones condicionales de las componentes de
un vector aleatorio repartide mormalmente, hallamos

2riecq,
e11635—cFe

Hy[X]=2log VIneD [X ] y].:.__i. slog 222,

€1

H [X]="2log V/ZeD [X] = - *log

Al comparar eslas férmulas, vemos gue la entropia condicional media de la
magnitud X con respecto a ¥ es menor que su entropia no condicional si ¢2 == 0,
¢s deeir, si los magnitudes X e ¥ son dependientes, IQ}. X ¢ Y son independientos,
cntonces ¢y = 0 y la entropia condicional media es igual a la no condicional.

Examinemos ahora dos magnitudes aleatorias discontinuas X e ¥
y hallemos su entropia conjunta, es decir, la entropia del vector
aleatorio con las componentes X, ¥. Seglin la definicion ella es
n m

HX,Y]=—2 > pi;®log piy.

i=1 j=1

Pero p;; = piQyy [véase la férmula (7.2.12)]. Por lo tanto,
HIX,Y]= —i\‘ 2 pij (Plog pi -+ tlog Qij) =
jamm |

|
=1 3
T m

n m
= *-121' (2! pi;) *log ps E; ,El piytog Qi (1.2.20)
=1 j= =

Observemos ahora que conforme a (7.2.10)

i

%Piiﬁps (i=1, ..., n).

Por eso el primer sumando en (7.2.20) es la entropia de la maguitud
aleatoria X. El segundo sumando, en virtud de (7.2.15), representa
1a entropia condicional media de la magnitud aleatoria ¥ con respec-
to a X. Por consiguiente, la férmula (7.2.20} puede ser escrita en la

forma
HIX, YI=H [X]+ H.IYl (7.2.21)

En virtud de la simeiria se puede tamhién eseribir
HIX, Y|=HIY]-+H,X]. (7 2.22)



§ 7.3, Propiedad extremal de la distribucién normal 204

Asi pues, la entropia del conjunto -de dos magnitudes aleatorias es
igual a la suma de la entropia de una de ellas y la entropia condicio-
nal media de la otra.

Si las magnitudes aleatorias X e Y son independientes, las igual-
dades (7.2.21) y (7.2.22), en virtud de (7.2.19), toman la forma

HIX, Yl=H [X]+HIY] (7.2.23)

De este modo, la entropia del conjunto de dos magnitudes aleatorias
independientes es igual a la suma de sus entropias.

Aplicando el método de induccién matemética, se puede exten-
der las férmulas (7.2.21) y (7.2.22)a un nlimero arbitrario de magnitu=
des aleatorias. Como resultado obtendremos la siguiente férmula para
la entropia del conjunto de n magnitudes aleatorias X,, ..., X,
(es decir, para la entropia de un vector aleatorio conm las componen-
tes Xy owe Xp)i

H XL con Xyl =0 X +Hu (Xl oo Hag oo [X5)

(7.2.24)
Si las magnitudes aleatorias X, ..., X, son independientes, la
férmula (7.2.24) tomard la forma

HI[Xs oooy Xn]== 21 I [X:]. (7.2.25)

§ 7.3, Propiedad extremal de la distribueién normal

Demostremos que entre todas las magnitudes aleatorias que tie-
nen la misma dispersion, las magnitudes aleatorias normalmente
repartidas son las que poseen mayor entropia. En el cjemplo 7.2.1
hemos calculado ya la entropia de distribucién normal

xe

¢ 7D, (7.3.)

VD

Ix(2)=

Puesto que
2Nog fy{x)= —n,;-zlog 2nD——%"log e, (7.3.2)

la entropia de la magnitud aleatoria X puede ser representada por la
férmula

H1X)=— [ fy (@) *log fx (@) do=

— o

==% ((loz 2aD) 5 Ix (z) dx +-‘,.—:] (*loge) 5 2y (x) de.  (7.3.3)

19e



292 Cap. 7 FEnirepig ¢ informacion

Bxaminemos ahora la magnitud aleatoria arbitraria ¥ que tiene
la esperanza matemdtica igual a cero y la misma dispersién D que la
magnitud aleatoria normalmente repartida X. La densidad de pro-
babilidad f (y) de la magnitud ¥ satisface la condicién

fwrwar= | #f@dz= | 2 @dz=D. (134

Por lo tanto, en ambas integrales del ltimo miembro de la férmu-
la (7.3.5), la densidad normal de probabilidad fy (x) puede ser susti-
tuida por la densidad de probabilidad f (z). Entonces obtendremos

o oo

IT1X] = 5 (*log 21D) j 1 @) dz+ 5 (Mog e) E f () de =

purls uf [_%%g (2np)mfgalogg] f(a) dz

—

o bien, teniendo en cuenta (7.3.2)
7 [Kjes — j f () ®log fy (2) dz. (1.3.5)

Ahora hien, la densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria
normalmente repartida en la expresién de su entropia, fuera del signo
del logaritmo, puede sustituirse por la densidad arbitraria de pro-
babilidad a la cual corresponden la esperanza matematica igual a ce-
ro y la misma dispersion igual a D.
Restando de la expresién (7.3.5) la expresion
HY)=— | f(@)*log/(z)da

de la entropia de la magnitud aleatoria Y, obtendremos

HiX|—H[Y|= 5 () Ylog L2 !“f;) dz. (7.3.6)

Apliquemos ahora la desigualdad (7.1.6). En virtud de esta desi-
gualdad podemos eseribir

f
2log ; (ﬂ = [1 -flt—;)ﬂ-] 2loge. (7.3.7)
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Dado que la densidad de probabilidad f (z) no puede ser negativa,
entonces de (7.3.7) se deduce que

oo

dz>oge S @ [1- f}*’(i‘)” Jaz=

fi)
N

| 1@oe 755

—o

o0

="loge[? f(2)dz— 5 f (@) dz | =0.

-

Asi pues, el segundo miembro de la férmula (7.3.6) no puede ser
negativo, de donde se deriva que

HIX|=H YL .{7.3.8)

En (7.1.6) el signo de igualdad tiene lugar solamente en el caso
cuando u = 1. Por lo tanto, también en (7.3.8) el signo de igualdad
tendré lugar sélo en el caso en que la densidad de probabilidad f (x)
coincide indénticamente eon la densidad normal de probabilidad
Fx (@). Esto es lo que demuestra que la distribucién normal tienc
mayor entropfa que otra distribucién cualquiera correspondiente
a la misma dispersién.

De un raodo absolutamente andlogo se demuestra que entre todas
las distribuciones que tienon el mismo intervalo limitado de valores
posibles de una magnitud aleatoria continua (a, )

b

{ 1@ da=1, (7.3.9)

la distribucién uniforme en el intervalo (e, &) posee la mayor en-
tropia.

Con ayuda del mismo método se demuestra que enire todas las
magnitudes aleatorias continuas positivas con la misma esperanza
matemitica m

g fx)de=1, j-xf(x) de=m, (7.3.10)
[ o
las magnitudes repartidas por la ley exponencial poseen la mayor
entropia.

Le proponemos al lector que por si mismo demuesire estas aser-

cionez en calidad de ejercicio ftil.

§ 7.4. Informacién que se contiene ¢n las magnitudes
aleatorias

Para eliminar por completo la indeterminacién de una magnitud
aleatoria, es necesario efectuar un experimento y determinar el
valor que ésta toma. Sin embargo, en la prictica la magnitud aleato-
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ria X, que nos interesa, a menudo no se puede someter a una obser-
vacidn. [En tales casos tenemos que contentarnos con la observacion
de otras magnitudes aleatorias y por los resultados de esta observa-
cidn sacar conclusiones acerca de la magnitud X, es decir, obtener la
informacion sobre la magnitud X. Si esto es posible, se dice que las
magnitudes aleatorias que se observan contienen informacién sobre
la magnitud X. Intuitivamente estd claro que la informacién sobre
la magnitud aleatoria dada X la pueden contener solamente magni-
tudes aleatorias ligadas de uno u otro modo con dicha magnitud X,
es decir, dependientes de X. Las magnitudes aleatorias independien-
tes de X no pueden contener ninguna informacién de X. Ahora bien,
se puede decir que la informacion es una de las formas de manifes-
tacién de la dependencia entre las magnitudes aleatorias (o entre
fenémenos mis generales).

Iis natural que como medida de cantidad de informacién sobre
la magnitud aleatoria X que se contiene en la magnitud aleatoria Y
se loma la disminueién de la indeterminacién de la magnitud X
obtenida como resultado de la observacion de la magnitud Y, es
decir, la diferencia entre la entropia de la magnitud X y su entropia
condicional media con respecto a la magnitud Y. Partiendo de estas
consideraciones, la cantidad de informacién sobre la wagnitud ale-
atoria X contenida en la magnitud aleatoria Y se determina por la
férmula

I,0X] = 8 1X] — H, [X). (7.4.1)

La intuicion nos sugiere que la cantidad de informacién no puede
ser negativa. Demostremos esto. Para ello basta mostrar que la en-
tropia condicional media de una magnitud aleatoria no puede ser
mayor que su entropia no condicional. Para simplicidad, nos limita-
remos al caso de magnitudes discontinuas X, Y. No obstante, esto
se puede demostrar también, de un modo absolutamente semejante,
referente a magnitudes aleatorias continuas. Sean X e Y dos magni-
tudes aleatorias discontinuas cuyos valores de probabilidad se
determinan por lag férmulas (7.2.8)—(7.2.12). La entropia condicio-
nal media de la magnitud aleatoria X con respecto a Y, en virtud
de (7.2:14), se determina por la férmula

n ™
HylX]=— iEl j:ﬂi pijtlog Py, (1.4.2)

Aplicando la férmula (7.2.10), reduzcamos la expresién de la entro-
pia no condicional de la magnitud X a la forma

n m

H(X)=~ X pitlogpi=— 3 3 piflogpi.  (7.4.3)
= A=l oy
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Restando miembro a miembro la férmula (7.4.2) de la (7.4.3),
obtendremos
n m P
U X|—Hy | X]= ) D} Pis =1og7j_i
=1 it :
o bien, teniendo en cuenta (7.2.11)

. , Pil ;
H[X}]—H,1X) _g Ep” *log L. (7.4.4)

En virtud de la designaldad (7.1.6}
2log 2L IR 75
log ik > (1 =% ) loge. (7:4.5)

De (7.4.4) y (7.4.5) se deduce que

noom
HIX|—H,[X]>oge 3\ D) p”“_m]:

i
=1 =1 A

n ™M n m
="loge (Z Z Pu—z 2 Pt-‘}j) . (7.4.8)
el j=1 je=1 ge=i
Pero

Por consiguiente, la desigualdad (7.4.6) es equivalente a la desigual-
dad
HIX]—H,[X]=0. (7.4.7)

En (7.4.5) y (7.4.7) el signe de igualdad puede tener lugar solamente
en el caso cuando p;; = pig; para todos los i, j, es decir, cuando las
magnitudes X ¢ Y son independientes.

Asi pues, hemos demostrado que la cantidad de informacién
no puede ser negativa y puede ser igual a cero solamente en el caso
de X e Y independientes. Si las magnitudes X e Y son dependientes,
cada una de ellas contiene una cantidad positiva de informacién
sobre la otra.

De (7.2.21) y (7.2.22) se deduce que

HiX|+ H, Y1 =HIY] 4 H X,
de donde
HI[X)|—H,IX]=HIY]—H, [Y].

Esto quiere decir que la cantidad de informacién que se contiene
en Y sobre la magnitud X es igual a la cantidad de informacion
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que se contiene en X sobre ¥:

I, [X] = r.[¥I. (7.4.8)
De (7.2.21) y (7.4.7) se deriva también que
HIX, YI< HIX]+ HIYL (7.4.9)

Puesto que segiin lo demostrado, la entropfa condicional media
de una magnitud aleatoria no puede ser nunca mayor que su entro-
pia no condicional, entonces, de (7.2.24) se deduce la desigualdad

HiXy oo Zal € Y BIXL (7.4.10)
i=1

Il signo de igualdad tiene lugar en (7.4.9) y (7.4.10) solamente
en ol caso de magnitudes independientes.

Las férmulas (7.4.9) y (7.4.10) muestran que la entropia de un
vector alealorio no puede ser mayor que la suma de las entropias
de sus componentes y puede ser igual a esta suma solamente en el
caso de componentes independientes.

De la desigualdad (7.4.10) se desprende también que enire todos
los vectores aleatorios cuyas componentes tienen entropias asignadas
de antemano, los vectores aleatorios con las componentes indepen-
dientes poseen la mayor entropia.

La desigualdad (7.4.10), junto con la propiedad exiremal de la
distribucién normal demostrada en el parrafo anterior, muestra
que entre todos los vectores aleatorios cuyas componentes tienen
dispersiones asignadas de antemano los vectores normalmente
distribuidos con las componentes independientes poseen la mayor
entropia.

Ejemplo 7.4.1, Hallar la cantidad de informacién acerca de una compo-
nente del vector aleatorio normalmente repartido, contenida en otra companente.

En virtud de los resultados del ejemplo 7.2.4 y la definici6n (7.4.1) de la
cantidad de informacién tenemos

ik 4133
h X} Z Hlog T 1)

0 hien,_t_on_mndo on consideracién las relaciones (3.6.18) y {3.6.19{ entre los
coeficigntes ¢;; y las dispersiones y el coeficiente de correlacion de las compo-
nentes del vector aleatorio,
1 b,D 1
Iy 1X)=—2log ¥ .
¥ Z CDDy—RE, Vier

donde r es el cooficiente de correlacidn de las magnitudes sleatorias X ¢ Y.

=*log

Se puede demostrar todavia que por ninguna transformacién
de la magnitud aleatoria observada ¥ se puede aumentar la cantidad
de informacién que ésta contiene sobre la magnitud aleatoria X.
Con otras palabras, ninguna funcién de la magnitud aleatoria ¥ puede



& 7.4, Informacién que se contiene en las magnitudes aleatorias 297

contener mayor cantidad de informacién sobre la magnitud X que Y.
Solamente en el caso de una iransformacién reciproca univoca, o,
usando la terminologia fisica, transformacién reversible, la canti-
dad de informacién queda invariable. En el caso de una transforma-
cién irreversible, la cantidad de informacién disminuye obligatoria-
mente.

Es obvio que la cantidad de informaci6én que se contiene en una
magnitud aleatoria discontinua sobre sf misma es igual a su entropia:

I, [X] = H [X). (7.4.11)

En efecto, una vez efectuada la observacién de una magnitud alea-
toria, no queda en ella ninguna indeterminaci6n. Por consiguiente,
su entropia condicional media con respecto a si misma es igual & cero..
Esto es lo que demustra a la férmula (7.4.11),

Al comparar la férmula (7.4.11) con {7.4.1), se deduce que nin-
guna magnitud aleatoria puede contener mas informacién sobre la
magnitud aleatoria discontinua X que la misma magnitud X. Esto
estd claro intuitivamente sin recurrir a las férmulas.



Capitulo 8

Determinacion de las caracteristicas
estadisticas segun los resultados
de los experimentos

§ 8.1, Delerminacién de las probabilidades
de acontecimientos, las funciones de distribucién
y las densidades de probabilidad

Como sabemos, la estabilidad singular de las frecuencias de acon-
tecimientos y de los valores medios aritméticos de magnitudes alea-
torias es un factor experimental importantisimo que sirve de base
de la Teorfa de las Probabilidades y determina la posibilidad de su
empleo prictico. EEn el § 1.2 dimos la explicacién elemental de estos
factores. En los ejemplos del § 3.9 los tltimos fueron explicados
teéricamente con ayuda de las propiedades principales de las esperan-
zas matemaiticas y las dispersiones de magnitudes aleatorias. La
estabilidad de frecuencias y medias, que se observa practicamente
y se desprende de los principios fundamentales de la Teoria de las
Probabilidades, da la posibilidad de determinar por via experimen-
tal las caracteristicas estadisticas principales (las probabilidades de
acontecimientos y las esperanzas matemdaticas de magnitudes aleato-
rias). In todos los casos esta posibilidad se determina por el hecho de
gue las dispersiones de ciertas funciones de los resultados aleatorios
de los experimentos tienden a cero al crecer ilimitadamente el nimero
de pruebas. La frecuencia de un acontecimiento es la relacién de la
magnitud aleatoria (el nfimnero de veces de producirse el aconteci-
miento) al niimero de pruehas, es decir, ella misma es una magnitud
aleatoria. En distintas series de n experimentos iguales cada una, la
frecuencia del acontecimiento tomara distintos valores. Sin embargo,
la dispersion de la frecuencia siempre puede ser hecha tan pequeila
€Omo $e quiera si se realiza en la serie » un nimero de experimentos
lo suficientemente grande. La media aritmética de la magnitud alea-
toria obtenida en una serie de experimentos es una magnitud aleato-
ria, puesto que el valor de la magnitud aleatoria que se examina
s en cada prueba aleatorio. Por consiguiente, en distintas series de
n experimentos iguales la media aritmética de la magnitud aleatoria
pricticamente siempre tomara diferentes valores. No obstante, tenien-
-do la serie un niimero de pruebas n lo suficientemente grande, la
dispersion de la media aritmética puede ser hecha tan pequena como
se quiera, Debido a esto la fluctuacién de las medias aritméticas, en
distintas series de » experimentos cada una, serd tan pequeiia como
:se quiera siempre que n sea lo bastante grande. Asi pues, al aumen-
tar ilimitadamente el nimero de pruebas, las frecuencias de aconte-
<imientos y las medias aritméticas de magnitudes aleatorias tratan,
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en cierto grado, de «dejar de ser aleatoriasy y estabilizarse alrededor de
las caracteristicas teéricas correspondientes: probabilidades de aconte-
cimientos y esperanzas matemiticas de magnitudes aleatorias.

Vemos que es imposible determinar exactamente las caracteris-
ticas estadisticas a base de experimentos, ya que, cualquiera que
sea el namero finito de experimentos, las frecuencias de acontecimien-
tos y las medias aritméticas de magnitudes aleatorias, calculadas
seghn los resultados aleatorios de las pruebas, serdn aleaforias.
Ademds, es diffcil hablar incluso sobre una determinacién aproxi-
mada de las caracteristicas estadisticas, puesto que, cualquiera que
sea el niimero finito de pruebas, las dispersiones de-frecuencias y de
medias aritméticas son distintas del cero debido a Jo-cual es imposible
estimar de un modo corriente el error de los resultados. Con otras
palabras, es imposible valorar un error limite posible y garantizar
que éste no sea superado. Siempre existe, aunque sea, tal vez, muy
pequedia, la probabilidad de que el limite asignado de un error sea
sobrepasado. Por eso en la Teorfa de las Probabilidades se suele
hablar no sobre la determinacién, segin los datos experimentales, de
los valores precisos o aproximados de las caracteristicas estadisticas
sino sobre la estimacién de los mismos. La calidad de estimacién,
es decir, su proximidad a la caracteristica estadistica que se aprecia,
se determina generalmente por la magnitud que el error de estima-
cién no puede superar con una probabilidad asignada de antemano.
Esta magnitud siempre puede ser determinada si se conoce la ley
de distribucién de la estimacion.

En virtud de los razonamientos expuestos, se llama eslimacidin
de una caracterfstica estadistica (probabilidad, funcién de distri-
bucién, esperanza matematica, dispersién, mowmento de correlacidn,
ete.} a tal funcion de los resultados de los experimentos que puede ser
tomada como valor conveniente de la caracteristica que s¢ aprecia,
La estimacién de la caracteristica estadistica es funcion de los resul-
tados de los experimentos y, tal vez, de los parimetros conocidos
de la distribueion de los mismos, pero no puede depender de los
pardmetros desconocidos de la ley de distribucién, en particular de
la caracteristica que se aprocia.

La estimacién de la caracteristica estadistica se denomina fun-
dada, si, al aumentar ilimitadamente el nimero de experimentos,
su esperanza matemdtica tiende hacia la caracteristica que sc apre-
cia y su dispersién tiende a cero. 8i, por lo menos, una de estas dos
condiciones no se ha cumplido, la estimacién se llama no fun-
dada.

En la préctica se emplean de ordinario sélo las estimaciones
fundadas, puesto que dnicamente en cste caso se puede obtener una
estimacion tan precisa como se quiera (es decir, una probabilidad
de grandes errores tan pequefia como se quiera) al ser el nimero de
experimentos lo suficientemente grande.
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La eslimacién cuya esperanza matemditica, cualquiera que sea
el nimero de experimentos, es igual a la caracteristica estadistica
que se aprecia se denomina ne desplazede. La estimacion cuya esperan--
za matemética no es igual a la caracteristica estadistica que se apre-
cia ¢ denomina desplazada.

La delerminacion de las estimaciones de las caracterislicas
estadisticas, sus leyes de distribucién y los errores admisibles com
probabilidades correspondientes es la tarea principal de un apartado:
especial de la Teoria de las Probabilidades denominada Estadistica
Matemética. La Estadistica Matemdtica moderna representa una
vasta y bien estudiada asignatura que dispone de numerosos y efica-
ces métodos de investigacién y a la cual se han dedicado muchos
libros especiales. En esta breve intreduccién a la Teoria de las
Probabilidades no es postble exponer ni siquiera algunos métodos
fundamentales de Lstadistica Matemédtica. Por eso nos limitamos.
aqui a los procedimientos mds elementales de la determinacidn de
las apreciaciones de las caracteristicas estadisticas prineipales. A los
lectores que deseen comocer més profundamente los métodos de la
Estadistica Matemdtica moderna les recomendamos el excelente:
libro de H. Kramer*).

Es conveniente tomar por estimacién de la prohabilidad p de un
acontecimiento la frecuencia de produccion del mismo p* obtenida
como resultado de experimentos, es decir, la relacién del ndmero
de veces m de suceder el acontecimiento al nimero n de todos los
experimentos realizados:

m
=1 (8.1.1)

La frecuencia de un acontecimiento es una magnitud aleatoria
que toma un valor determinado solamente después de efectuarse el
experimento. En distintas series de n pruebas cada una, la frecuen-
cia toma distintos valores. Designemos por X, el nimero aleatorio
de’veces que ocurre el acontecimiento si se realizan n experimentos.
Entonces la frecuencia del acontecimiento, considerada como magni-
tud aleatoria P*, se determina por la férmula

=L — xn ‘
pr= (8.1.2)

Al calcular la estimacién de la probabilidad de un acontecimiento,
la-magnitud aleatoria X, se sustituye por su valor m que se ha obte-
nido como resultado de los experimentos. En conclusién se obtiene
la férmula (8.1.1).

*) H. Kramér. Mathematical Methods of Stadistics. Princeton Univ.
Press, 1946 (Versi6n rusa: H. Kramer. Métodos matemdticos de BEstadistica.
Editorial de Literatura Extranjera, 1948},
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En el ejemplo 3.9.1. fue mostrado que la esperanza matemdtica
«de la frecuencia P* y su dispersién se determinan por las férmulas
[Véanse las férmulas (3.9.25) y (3.9.26)]

M[P*j=p, D|P* =41, (8.1.3)

«donde p es la probabilidad buscada del acontecimiento y ¢ = 1 —
— p. La primera férmula (8.1.3) muestra gue la frecuencia del
acontecimiento es la estimacion no desplazada de la probabilidad
.del mismo. La segunda formula (8.1.3) muestra que la dispersién
de frecuencia es inversamente proporcional al nimero de experimen-
tos n. Si la calidad de estimacién (8.1.2) se caracteriza por su desvia-
cién cuadratica media, se puede decir que el error de la estimacion
de probabilidad de un acontecimiento, segin la férmula (8.1.1),
decrece inversamente proporcional a la raiz cuadrada del nimero
de experimentos a medida que aumenta este nimero. Asi, por ejemplo,
al aumentar el niimero de experimentos 100 veces, el error de estima-
¢ion disminuye 10 veces.

La funcién de distribucién de la magnitud aleatoria X representa
la probabilidad del acontecimiento X <Z z considerada como fun-
cién de la variable z. Por ¢so en calidad de estimacién de la fnncién
de distribucién de la magnitud aleatoria X se puede tomar la fre-
cuencia del acontecimiento X <Z z calculada para todos los valores
de z. Como vimos en el § 1.2, al realizar n experimentos, la frecuen-
cia del acontecimicnto X < x siempre se representard por una curva
escalenada, con ello, las alturas de los escalones son iguales a 1/n
o miltiples de este nimero. Para hallar la estimacién de la funcidn
de distribucién de una magnitud aleatoria continua, esta curva
escalonada cominmente se alisa, es decir, se sustituye por una curva
mis suave. Asi pues, por estimacién de la funcioén de distribucién de
una funcién aleatoria X se toma generalmente la funcién obtenida
mediante la diferenciacién de la curva escalonada de la funcién
cempirica de distribucién hallada como curva de la frecuencia del
acontecimiento X < x en funcién de z. La diferenciacion puede
ser llevada a cabo con ayuda de una curva analitica conveniente
o a simple vista. Kn el primer caso se obtiene una expresion anali-
tica de la estimacién de la funcién de distribucién. En el sepundo
cago la estimacion de la funcidn de distribucién se ohtiene en forma
de una curva suave que la representa.

La derivaciéon de la expresion analitica de la estimacién de la
funcién de distribucién de una magnitud aleatoria es el mejor pro-
cedimiento para hallar la estimacién de la densidad de probabilidad
de la misma. Sin embargo, se puede encontrar también las estima-
ciones de las densidades de probabilidad por medio de la derivacion
grifica de las curvas que representan las estimaciones de las funcio-
nes de distribueién. Por fin, se puede hallar Ia estimacion de la den-
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sidad de probabilidad de una magnitud aleatoria, sin determinar
previamente la funcién de distribucién, como la densidad de la fre-
cuencia con que el valor de la magnitud aleatoria va a parar en dis-*
tintos pequefios intervalos del eje numérico. Para esto el intervalo,
P en el cual han ido a parar todos los
valores de la magnitud aleatoria,
observadog como resultado de los
experimentos, se divide en interva-
los pequefios y para cada intervalo.
se determina la relacién entre la
| ! frecuencia con que el valor de la
4 < magnitud aleatoria alcanza este
Pig. 8.4.1. intervalo y su longitud. Los resul-
tados obtenidos se representan gra-
ficamente, Para esto en cada intervalo se construye un rectingulo
cuya altura es igual a la relacién de la frecuencia con que el valor
de la magnitud aleatoria va a parar en este intervalo a su longitud
(fig. 8.1.1). A semejante grafico se le llama poligone de frecuencias.
Para hallar la estimacién de la densidad de probabilidad, el poligono
de frecuencias obtenido se alisa con ayuda de una curva analitica
conveniente. Como resultado se obtiene la expresion analitica de
la densidad de probabilidad.

§ 8.2. Determinacion de los momentos
de magnifudes aleatorias

Por estimacion de la esperanza matemética de una magnitud
aleatoria conviene tomar su media aritmética obtenida cowmo resul-
tado de experimentos. Supongamos que como resultado de n pruebas
independientes realizadas en iguales condiciones la wagnitud aleato-
ria X toma los valores z,, ..., z,. Entonces la estimacién m¥ de
la' egperanza matemdatica m, se determinard por la férmula

w3
mi=

Ti. (8.2—.1)‘

3=
.MS

2

i

La estimacion de la esperanza matemética toma un valor determi-
nado solamente después de llevar a cabo los experimentos, puesto
que las magnitudes z,, . . ., ¥, representan los valores de la magni-
tud aleatoria x obtenidos como resultado de las pruebas. Designe-
mos por medio de X, ..., X, los valores aleatorios de la magnitud
aleatoria X en n experimentos dados. Entonces la estimacién de la
esperanza matematica de la magnitud aleatoria X, considerada antes
de realizar la prueba como magnitud aleatoria, se expresari por la
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férmula

n
Mi=1% x,. (8.2.2)
il

En el ejemplo 3.9.2 fue demosirado que la esperanza matematica
v la dispersién de la media aritmética de una magnitud aleatoria
X al efectuar r experimentos se determinan por las férmulas [véanse
las férmulas (3.9.27)]

MMz =m., DMY=2%, (8.2.3)

donde D, es la dispersién de la magnitud aleatoria X. La primera
formula (8.2.3) muestra que la media aritmética es una estimaci6én
no desplazada de la esperanza matemadtica de la magnitud aleatoria.
La segunda férmula (8.2.3) muestra que siompre que la precision
de la estimacién (8.2.2) se caracterice por su desviacién cuadratica
media, el error de la estimacién de la esperanza matemética decrece
inversamente proporcional a V7 al aumentar n.

La dispersién de la magnitud aleatoria X representa, seglin la
definicién, la esperanza matemitica de la magnitud aleatoria
(X — m,)?. Por eso la media aritmética de la magnitud (X — m,)*
es una estimacion natural D% de la dispersién D ..

n
S _:? Z (x, i m;.}z, (32.4}

LEsta estimacién depende de la esperanza matemaética m, de la magni-
tud aleatoria X. Por eso puede ser aplicada sélo en el caso en que la
esperanza matemadtica de la magnitud aleatoria sea conocida. En
este caso la estimacién (8.2.4), como estimacién de la esperanza
matemdtica de la magnitud aleatoria ¥ = (X — m.)? es una esti-
macién no desplazada de la dispersién de la magnitud aleatoria X.

Sin embargo, la esperanza matemdtica de una magnitud aleatoria
es, como regla, desconocida y se determina por los resultados de los
mismos experimentos gue la dispersién. En tales casos conviene
sustituir en la formula (8.2.4) la esperanza mateméatica por su esti-
macién. Como resultado, para la estimacidén de la dispersién de la
magnitud aleatoria X se obticne la férmula

"
1 g
Di=— 3 (@i—mi2 (8.2.5)
=1
No obstante, esla eslimacion resulta ser desplazada. Para demostrar
esta afirmacion, sustitnyamos en la férmula (8.2.5) los valores con-
cretos xy, . .., &, de la magnitud aleatoria X, obtenidos como resul-
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tado de experimentos, por las magnitudes alealorias correspondien-
tes X, . ... X, y vamos a considerar la estimacion de la dispersion,
sin enlazarla con pruebas concretas, como magnitud aleatoria:

Zo== 3 (Xi— M. (8.2.6)

i=1

Para determinar la esperanza matemdtica de esta estimacién, basta
sustituir todos los sumandos de la suma por las esperanzas matema-
ticas de los mismos (véase el § 5.8). Calculemos previamente las espe-
ranzas matemdticas de los sumandos que forman la suma de la for-
mula (8.2.6). Conforme a la definicién de la dispersidn de una magni-
tud aleatoria, teniendo cn euenta que la esperanza matemdatica de
la diferencia X; — M% es igual a cero, tenemos

M (X — M%) =D [X;— M%) 8.2.7)
Pero

X:—."li’f'\’-=xi—%z ij (1—%) X‘_":;_Z i}ih
i=1 j=1

donde el indice ¢ anexo a la suma muestra que la adicidn se realiza
con respecto a todos los valores del indice j de 1 hasta n, salvo el
valor j = i. Asi pues, la diferencia X; — M% representa una funcion
lincal de n magnitudes aleatorias X, ..., X,. Estas muagnitudes
son independientes puesto gue segin la suposicion los experimentos
son independientes. Por eso, para calcular la dispersién de la dife-
rencia X; — M3 se puede aplicar la férmula (3.9.7) para la disper-
5i6n de una funcidn lineal de magnitudes aleatorias no correlaciona-
das. Dado que los experimentos, segin la suposicién, se efectian
en condiciones iguales, las dispersiones de todas las magnitudes
X: ..., X, son equivalentes ¢ iguales a la dispersién D, de la
magnitud aleatoria X. Asi pues, aplicando la férmula (3.9.7), obten-
dremos un sumando igual al producto de D, por el cuadrado del
coeficiente anexo a X y n — 1 sumandos iguales al producto de D,
por 1/m%:

DiX,— M= (1—3) D+ 2 D =220 (B.28)

nt n

Las formulas (8.2.7) y (8.2.8) muestran que las esperanzas malemati-
<as de todos los sumandos en la suma de la férmula (8.2.6) son igua-
les. Por lo tanto,

M(Z)=2n D, =20, (8.2.9)

Asf pues, la esperanza matemética de la estimaci6n de la dispersion
D (8.2.6) no es igual a la dispersi6n D, aunque tiende a D, cuando
n— oo, como esto debe ser de acuerdo con la definicién de la esti-



§ 8.2, Determinacién de los momentos 305

macién. El resultado obtenido muestra que la férmula (8.2.5) da
una estimacién desplazada de la dispersién. Esto quiere decir que,
aplicando la férmula (8.2.5) para estimar la dispersién de una magni-
tud aleatoria, obtendremos un error sistemdtico. La dispersién
resultara ser por término medio menor que la real.

Para hallar una estimacién no desplazada de la dispersién de la
magnitud aleatoria cuya esperanza matematica es-desconocida, obser-
vemos que, en virtud de la férmula (8.2.9), la esperanza matematica
de una magnitud aleatoria

n

» n 1

Un =t Zy == 3 (X — MY (8.2.10)
i=1 d

vs igual a la dispersién D de la magnitud aleatoria X. Por eso

la estimacidn no desplazada de la dispersién D, de 1a magnitud alea-

toria X suele determinarse por la formula

T
D =—10 3 (@ —mp, (8.2.11)

i=1
Lsta férmula se aplica generalmente para determinar las dispersio-
nes de magnitudes aleatorias por los resultados de los experimentos

cuando las esperanzas matemdticas son desconocidas.

Anglogamente se hallan las estimaciones de los momentos de
correlacién de magnitudes aleatorias. Como, segin la definicién,
el momento de correlacién k., de dos magnitudes aleatorias reales
X e Y es la esperanza matemética de la magnitud aleatoria
(X — m,) (Y — m,), entonces la estimacién natural del momento
de correlacidn es fa media aritmeltca do esta magnitud aleatoria:

iy = % Z (0 — ) (yi —my). (8.2.12)
i=]
Esta férmula da una estimacién no desplazada del momento de co-
rrelacién siempre gue las esperanzas malematicas de las magniludes
aleatorias X e ¥ sean conocidas.
S5i las esperanzas matemdticas de las magnitudes alcalorias
X e Y son desconocidas, entonces la estimacién no desplazada de
su momento de correlacién kxy se ofrece por la formula

Ry = 2 (2e—mE) (y: —m}), (8.2.13)

j==1
donde m3, m} son las estimaciones de las esperanzas matemdticas
de las magnitudes aleatorias X, Y respectivamente:

n

13 I0-0038
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§ 8.3. Determinacién de los momentos
de funciones aleatorias estacionarias

Al determinar las caractleristicas de funciones aleatorias estaciona-
rias, se supone comunmente que éstas son ergbdicas y se utiliza una
sola realizacion suficientemente larga de la magnitud aleatoria,
obtenida experimentalmente. Supongamos gue como resultado de
la prueba ha sido obtenida la realizacién z (f) de la funcién alea-
toria estacionaria ergddica X (¢) en el intervalo 0 << t<C T. En-
tonces, en virtud de lo expuesto en el § 5.5, por estimacién de la
esperanza matemética de la funcién aleatoria X (¢) sc puede tomar
la magnitud

T
mi =g § (2 dt. (8.3.1)

Segln lo demostrado en el § 5.5, la esperanza matemitica de esta
estimacién es igual a la esperanza matemdtica m, de la funcién

_| z(irg) Tt) ke

Yig. 8.3.1, Fig. 8.3.2.

aleatoria X (f) y su dispersién tiende a cero cuando I — oco. Por
consiguiente, la férmula (8.3.1) da una estimacién no desplazada
de 13 espéranza matemética de la funcién aleatoria estacionaria X (£).
Li estimacién de la funcién correlativa k, (1) de una funcién
aleatoria estacionaria ergddica (con respecto a la correlativa) se
determina, en virtud de los resultados del § 5.5, por la férmula

T-x
k;(r)=.fi_1 § la (8) —m¥| [z (t +-7) —mi]dt.  (8.3.2)

Aqui el valor medio ha sido tomado en el intervalo (0, I — t) puesto
que-las funciones z(f) y = (¢4 7) son conocidas conjuntamente
solamente en este intervalo (fig. 8.3.1). La férmula (8.3.2) da la
estimacién de la funcién correlativa para v > 0. Cuando Tt <2 0, la
estimacién de la funcién correlativa se determina de la condicidén
de su paridad
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Se puede recomendar que la férmula (8.3.2) se aplique cuando
1 << T'/5. Si T tiene grandes valores, el error de la estimacién de la
funcién correlativa segiin la férmula (8.3.2) aumentara. Si la estima-
ci6n de la funci6n correlativa, obtenida por la férmula (8.3.2), tiende
con evidencia a cero al aumentar v (fig. 8.3.2), se considera que la
suposicién acerca de la ergodicidad de la funcién aleatoria es justa.
Si la estimacién de la funcion correlativa tiene una «cola» distinta
del cero (Fig. 8.3.3), se considera que la suposicién acerca de la
ergodicidad no se justifica. En
estos casos conviene determinar cudl 4w
es la causa de no ergodicidad. En el
§ 5.5 hemos visto que una causa
tipica de no ergodicidad de un pro-
ceso aleatorio estaciomario con res- 7 7
pecto a la funcién correlativa es la
presencia de una componente perid-
dica en la propia funcidn aleatoria.
Si es ésta la causa de no ergodici-
dad (més exactamente, de no atenuacién» de la funcién correlativa},
conviene separar de la funcién aleatoria Ja componente periddica
y sblo después hallar la estimacién de la funcién correlativa apli-
cando la férmula (8.3.2).

Si en la funcién aleatoria en cucstién hay una componente sinu-
soidal, entonces, en virtud de los resultados de los ejemplos 5.5.2
y 5.5.3, la formula (8.3.2) dara en la funcién correlativa una cosinu-
soide de la misma frecuencia, cuya amplitud es igual a la mitad del
cuadrado de la amplitud de la componente sinosoidal de la funcién
aleatoria. Practicamente esta cosinusoide en la forma pura servird
de ¢colay de la funcién correlativa (fig. 8.3.3). Por eso la frecuencia
v la amplitud de 1a componente sinuscidal que forma parte de una
funcién aleatoria estacionaria se determina fécilmente por la «cola»
que se tiene en la estimacién de la funcién correlativa. Al mismo
tiempo, la fase de la componente sinusoidal puede ser determinada
s6lo por seleccién procurando obtener que desaparezca la componente
periddica en la estimaci6n correlativa. En el case de que en la esti-
maeién de la funcién correlativa haya una componente periédica no
sinusoidal, convicne descomponer esta iltima en la serie de Fourier
en los cosenos de las frecuencias correspondientes al periodo. Con
ello, serdn determinadas las amplitudes y frecuencias de las sinusoides
correspondientes que forman parte de la propia funcién aleatoria.
Las fases de estas sinusoides se determinan seleccionindolas por
turno de modo que se logre la desaparicion de las cosinusoides corres-
pondientes en la «olay de la funcion correlativa.

De un modo absolutamente anilogo se halla la estimacién de la
funcién correlativa reciproea de dos funciones aleatorias estacionarias
y estacionariamente ligadas X () v Y (f). Si se supone que eslas

20

Fig. 8.3.3.
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funciones aleatorias son ergédicas con respecto a la funecién correla-
tiva reciproca, entonces la estimacion de esta Glilima a base de un
par de realizaciones z (f) e y (t) de las funciones aleatorias X (i)
¢ Y (£) anotadas en el intervalo 0 << ¢ << T se determina por la fér-
mula

5 T-x
e EE () —mdl [y (+)—milde.  (8.3.9)

kzy () =

Esta [érmula ofrece la estimacidn de la funcidén correlativa reciproca
para T = 0. Cuando t© << 0, la estimacién de la funcién correlativa
reciproca, en virtud de la relacion (5.1.14), se determina por la férmu-
la

Ky (1) = ke (— 1), (8.3.4)

Las integrales de las férmulas (8.3.4), (8.3.2) y (8.3.3) pueden
ser calculadas con ayuda de calculadoras analégicas. Al determinar
las estimaciones de las esperanzas matemiticas y funciones correla-
livas de funciones aleatorias estacionarias valiéndose de calculado-
ras digitales y de calculadoras manuales, las integrales de las férmu-
Ias (8.3.1), (8.3.2) y (8.3.3) se sustituyen por sumas. Para esto inter-
valo (0, 7 se divide en un gran niimero n de intervalos iguales de
longitud A = T/n y la integral en (8.3.1) se sustituye por la suma:

n n
1 J A 1 %1 . A
m;':"ﬁ 2 i (#A——T) A:T ZI £ (1.5—-*2—) .

il feml

Poniendo agui, para abreviar, que
r,:x(i.ﬁ-—%) (=1, ..., 1),

obtendremos para la estimacién de Ia esperanza matemitica de la
funcién aleatoria X (f) la férmula
g n
mr=-L 9 2, (8.3.5)

n
f=1

Andlogamento, para las estimaciones de la funcién correlativa
y de la funcién correlativa reciproca obtendremos las férmulas

n—uni

i () = —— 3 (31— m) @ism—mE), (8.3.6)
fz=q
Ky (mA) = e N (21 =) (Yram— ). 8.3.7)

i=l
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Pasemos ahora a determinar las densidades espectrales de funcio-
nes aleatorias estacionarias. Como procedimiento més sencillo para
hallar la estimacién de la densidad espectral de una funciéd alea-
toria estacionaria puede servir la aproximacidén previa de estima-
cién de la funcién correlativa de una de las tres funciones correlati-
vas tipo, examinadas en los ejemplos de los §§ 5.2 y 5.3, o de la com~
binacién lineal de tales funciones, con determinacién sucesiva de
la densidad espectral por las férmulas (5.2.22) 6 (5.3.9). Con ello,
la estimacién de la densidad espectral se obtiene en forma de una
funcién racional fraccionaria, lo que es muy coémodo para resolver los
problemas pricticos para los cuales se determina la densidad especiral.

En virtud de los resultados del § 5.5, la estimacién de la funcién
correlativa de una funcién aleatoria estacionaria, ergédica con respec-
to a la funcién correlativa

Tt
K2 (1) s j XO(t) X° (¢ + ) dt, (8.3.8)
[
tiende a la funcién correlativa k. (1):
lim K% (7) = ky (1), (8.3.9
T-+00

¢n el senlido de que la esperanza matemdtica del cuadrado de la dife-
rencia entre K% (t) v k. (1) tiende a cero cuando T — oo, Surge la
pregunta: {Se podria determinar la estimacién de la densidad espec-
tral sustituyendo en la férmula (5.3.9) directamente la estimacién de
1a funcién correlativa calculada por la férmula (8.3.2)? Con ello,
es necesario sustituir en la férmula (5.3.9) el intervalo infinito de
integracién por ol finito (—T, T}, puesto que, por la realizacién de
la funcién aleatori.. de longitud 7, es imposible determinar por la
férmula (8.3.2) la estimacién de la funcién correlativa para | v | > T.
Para resolver la cuestién planteada, es necesario hallar la esperanza
matematica y la dispersién de la funcién aleatoria

T T
S ((o)=-% 5 K3 (t) cos o1 d1:=%- §K§{1) coswrdr. (8.3.10)
=r

Es ficil ver gue, en virtud de las férmulas (8.3.9) y (5.3.9), la espe-
ranza matemélica de la funcién aleatoria $% () tiende hacia la
densidad espectral s, (@) de la funcién aleatoria X (f) para I -» oo.
No obstante, en el caso general, la dispersién de la funcién aleatoria
8% (w) vo tiende a cero cuande T —- oo. Por lo tanto, la funcibn
(8.3.10), obtenida como resultade de la transformacién de Fourier
de la estimacién de la funcién correlativa, es una estimacién no
fundada de la densidad espectral y por eso practicamente no puede
servir de estimacién de dicha densidad.
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Para hallar Ia estimacién fundada de la densidad espectral valién-
dose directamente de la estimacién de la funcién correlativa, sin
aproximarla previamente por la expresién analitica, observemos
que para la funcién aleatoria normalmente repartida X (¢) la funcion

S* (0) posee la propiedad de que para cualesquiera @, y o, fijas*)

g L
lim j 5% (0) do = j 5 (@) do (8.3.11)
Trtns

g Wy

lin (8.3.11} el limite debe comprenderse en el sentido de que la
esperanza matematica del cuadrado de la diferencia entre las integra-
les en (8.3.11) tiende a cero para I' — oo. En virtud de (8.3.11) se
puede considerar practicamente que, cuando T sea suficientemente
grande, seré vilida la igualdad aproximada

Wy - wg
5 8t (w)dom | s:(0)do (8.3.12)
g wi

independientemente de la realizacién posible de la funcién aleatoria
X (#) utilizada para el célculo de la funcién S% (o).
Poniendo en (8.3.12) w; = wy — 0, @y = ®, + @, para un
valor de a lo suficientemente pequeiio, obtendremos
WD"I'G
8¢ () do 2 208, (). (8.3.13)

p=x

De otro lado, en virtud de (8.5.10)

mo-!-a. T
j §* () dmm-i— i Kt () sen (wg 4 o) T—8on (ﬁ)u—m}ltduz

T
by —cL
T
=2 j K3 (1) 2SR g (8.3.14)

a

Sustituyendo las expresiones (8.3.13) y (8.3.14) en (8.3.12), obten-
dremos después de dividir por 2u

€0S T SON aT
ot

.
Lﬂ j K2 (%) dt & s (o). (8.3.15)

*) Véase J. L. Doob. Stochastic Processes. John Wiley, 1953, chapt. 10,
§ 8 (Version rusa: J. L. Donb. Procosos probabilisticos. Editorial de Literatura
Extranjera, 19506, cap. 10, § 8}
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De aqui se ve que de estimacién fundada de la densidad espectral
de una funcién aleatoria estacionaria X () puede servir la funcién

T
s$(0) == § K (v) SSersen ot 5 (8.3.16)

®T

donde £% (t) es la estimacién de la funeién correlativa caleulada por
la férmula (8.3.2).

Al deducir 1a férmula (8.3.15), fue aplicado el teorema de la me-
dia a la integral del segundo miembro de la igualdad (8.3.12). Tene-
mos derecho a hacerlo siempre que la densidad espectral s, (w)
sea continua en el intervalo (0, — @, @y + «). Sin embargo, el
teorema de la media no se puede de ningin medo aplicar a la integral
del primer miembro de la igualdad (8.3.12). Esto se explica por:el
cardcter especial de la funcién aleatoria 5% (@). Todas sus realizacio-
nes son funciones que oscilan répidamente en una gran gama. Ade-
mas, siendo T lo suficientemente grande, sus realizaciones, en un
intervalo tan pequefio como se quiera (®,, ®,), realizan en amplios
limites una infinidad de oscilaciones caéticas. Por eso el valor de la
funcion aleatoria S% (@) en el punto w, es aleatorio, tiene una gran
dispersiéon y debido a esto no puede ser tomado por su media en este
intervalo. Por este mismo cardcter de las realizaciones de la funcién
aleatoria S¥ (@) se explica el hecho de que la ignaldad (8.3.11) es
vilida, mientras que la propia funcién aleatoria S%(w), cualguicra
que sea el valor ®, no tiende hacia el valor correspondiente de la
denstdad espectral s, (©). Como resultado de la integracién, las
oscilaciones de la funeién aleatoria S% (w) se alisan, y al ser T lo
suficientemente grande, cuando el niimero de oscilaciones en el inter-
valo (w;, w,) se hace grande, las desviaciones de esta funcién hacia
arriba se compensan pricticamente por completo con las oscilacio-
nes hacia abajo y la integral se hace pricticamente independiente
de la realizacién concreta de la funcién aleatoria 8% (@). La férmula
(8.3.15) es resultado de este alisado de la funcién S* (w).

Cuanio mayor sea la magnitud « en las férmulas anteriores, tanto
mejor se alisardn las oscilaciones de la funcién aleatoria S3% (o),
tanto mis exacta serd la igualdad (8.3.12) para la longitud dada de
la realizacién T. Sin embargo, la igualdad (8.3.13) serd tanto mas
exacla, cuanto menor sea a. Es obvio que esta igualdad es absoluta-
menle exacta cuando la densidad expectral s, (w) varia lincalmente
en el intervalo (wp ~ @, @y 4+ ). Por eso la magnitud « debe ser
elegida lo suficienternente pequefia para que la densidad espectral
$x (w) pueda ser considerada aproximadamente como funcién lineal
en cl intervalo (@ — @, ®g -+ a). Ahora bien, la magnitud « debe
ser escogida en la férmula (8.3.16) satisfaciendo dos requizitos contra~
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dictorios. Es evidente que estos requisitos los satisface el mayor
valor de @ para el cual la densidad espectral s, (®) puede ser consi-
derada aproximadamente lineal en cualquier intervalo de frecuen-
cias de longitud 2¢. Practicamente la magnitud convenienie de a«
se determina por seleccidn.

De un modo semejante, para la estimacién de la densidad espectral
reciproca de dos funciones aleatorias estacionarias y estacionaria-
mente ligadas X () e Y (f) se obtiene la {6rmula

T
|
5% (0) =5 j ey (v) emiov 2L &l g, (8.3.17)
-T

§ 8.4. Determinacion de los momentos
de funciones aleatorias no estacionarias

El caleulo de la estimacidn de la esperanza matematica de una
funcién aleatoria estacionaria, valiéndose de la féormula (8.3.1),
se puede considerar como alisado de su realizacién obtenida como

) ) % It
= e

L~

Fig. 8.4.1. Fig. 8.4.2.

resullado del experimento (fig. 8.4.1). Es natural que surja la idea
de generalizar este procedimienio para las funciones aleatorias no
estacionarias y determinar la esperanza matemdtica de una funcion
aleatoria no estacionaria alisando una de sus realizaciones
(fig. 8.4.2). Esto es completamente posible si la realizacién de una
funcién aleatoria X (#), obtenida como resultado del experimento,
es lo suficientemente larga, En este caso el alisado de la realizacidn
puede ser efectuado a simple vista o bien aplicando cualquier otro
método de alisado de funciones, Para alisar a simple vista, es nece-
sario construir la realizaciéon obtenida (o anotarla directamente du-
rante la prueba) en una ecscala lo suficientemente pequefa por el
eje de la variable independiente, para que se manifieste lo més cla-
ramente posible la banda Henada por la realizacién . Trazando a sim-
ple vista la linea axial de esta banda, obtendremos precisamente
la curva que puede ser tomada por estimacién de la esperanza mate-
matica de la funcién aleatoria.
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Para alisar con ayuda de calculadoras digitales o calculadoras
manuales, se puede aplicar el método de la media mévil. Este método
consiste en que por valor alisado de la funcién en cualquier punto
t se toma su media en cierto intervalo con centro en el punto 2. Al
variar ¢, este intervalo se mueve a lo largo del eje ¢ que es lo que
explica el nombre dado a este método. Aplicando el método de ld
media mévil, obtendremeos para la estimacién de la esperanza mate-
matica de una funcidén aleatoria no estacionaria la fdrmula

[ z@ds. (8.4.1)

Cuanto més grande sea el intervalo 27, en esta férmula tanto mejor
serd el alisado. Yor otro lado, si T4 es muy grande, se alisard tam-
bién la propia esperanza matemdtica de la funcidén aleatoria. Por
eso se recomienda elegir 7'y lo suficientemente grande, para que en
cualquier intervalo de longitud 27, el cardcter aleatorio de la fun-
cién aleatoria dada «se manifieste lo bastante» en la realizacién
anctada (es decir, para que en cualquier intervalo de longitud 27,
se observe una cantidad suficientemente grande de oscilaciones de
la realizacién), y lo suficientemente pequefio para que la esperanza
matemética de la funcién aleatoria X (f) pueda ser considerada
aproximadamente lineal en cualquier intervalo de longitud 27,.

5i estas condiciones no se observan, es imposible en principio
determinar la esperanza matemdtica de la funcién aleatoria alisando
una de sus realizaciones. De ejemplo tipico de esta clase puede ser-
vir la funcién aleatoria en la cual pricticamente todas las realiza-
ciones posibles se representan por curvas suaves. La esperanza mate-
mética de tal funcién aleatoria puede ser determinada solamente
teniendo un nimero suficientemente grande de realizaciones.

Para determinar la estimacién de la funcién correlativa de una
funcién aleatoria no estacionaria por el método de alisado, parti-
remos de la igualdad

Ko(t+70)=MIX°(¢+ 1) X°() (8.4.2)

En virtud de esta igualdad, la estimacién del valor de la funcién
correlativa, cualquiera que sea el valor fijo de 7, puede ser obtenida
alisando la realizacién de la funcién aleatoria

ZeO)=[X(+0)—M: ¢+ X () —M: (O],  (8.4.3)

que se considera como funcién de 7. El alisado puede llevarse a cabo
a simple vista, trazando la linea axial de la banda en la cual oscila
la realizacién de la funcién aleatoria o bien aplicando cualquier otro
método de alisado de funciones. Al utilizar para el alisado el método
de la media mévil, obtedremos para la estimacién de la funcién co-

21-0938
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rrelativa la férmula
i 4Ty
Ki+v, =g | (260 —md(+0)] (e ) —ms () ds. S.4.4)
=Ty
La magnitud 7, debe ser elegida lo mas grande posible, pero tal
que el valor de la funcion correlativa para el valor dado de T, consi-
derado como funcion de ¢, pueda ser estimado aproximadamente como
funcién lineal en cualquier intervalo de longitud 27T,.

Convicne subrayar que la determinacién de la esperanza mate-
matica y de la funcién correlativa de una funcién aleatoria no esta-
cionaria aplicando el método de alisado es posible solamente en el
caso en que la longitud de la realizacién anotada supera considera-
blemente el intervalo de correlacién de la funcién aleatoria. No
obstante, en este caso la precisién de las estimaciones obtenidas de
tal modo serd considerablemente menor que en el caso de funciones
aleatorias estacionarias puesto que los intervalos de mediacién en
las formulas (8.4.1) y (8.4.4) 2T, y 27, deben ser por necesidad con-
siderablemente menores que la longitud de realizacién T' (cinco veces,
por lo menos). Al determinar Ia esperanza matemitica y la funcion
correlativa de una funcién aleatoria estacionaria, como intervaloe
de mediacién se toma pricticamente toda la longitud de realizacién.
Por eso las esperanzas matemaéticas y las funciones correlativas de
funciones aleatorias no estacionarias deben determinarse, como regla,
por varias realizaciones.

Para determinar la esperanza matemética y la funcién correla-
tiva de una funcién aleatoria no estacionaria por varias realizacio-
nes de la misma, obtenidas experimentalmente, se recomienda emple-
ar para cada realizacién el método de alisado expuesto anteriormente
¥ tomar las medias aritméticas de los resultados referentes a distin-
tas realizaciones.

_ Por el método de alisado de uno o varies pares de realizaciones
de dos funciones aleatorias se determina de un modo semsjante la
funcién correlativa reciproca de las mismas.

-Subrayemos una vez mas que el método-de alisado de una o varias
realizaciones- se puede utilizar para hallar las estimaciones de las
esperanzas mateéméaticas y funciones correlativas de funciones alea-
torias ‘solamente en el caso-en que los intervalos de correlacién de
todas las funciones aleatorias anotadas son pequefios en comparacién
con la longitud de cada realizacién obtenida. Sobre el cumplimiento
de ‘esta condicién se puede juzgar por el caricter de las realizaciones
obtenidas. Si todas las realizaciones anotadas de las funciones alea-
torias son visiblemente oscilaciones cadticas, se puede considerar
que el «cardcter aleatorio» de las funciones «se ha manifestado bastan-
te bien» y para hallar las esperanzas matemiticas y las funciones
correlativas reciprocas se puede emplear el método de alisado de las



§ 8.4. Determinacién de los momentos M5

realizaciones expuesto anteriormente. Con ello, cuanto més osci
laciones cadticas efectiien las funciones anotadas en el intervalo
de anotacién tanto menor nimero de realizaciones serd necesario.
Para las funciones aleatorias con esperanzas matemdticas y disper-
giones lentamente variables, las cuales se pueden considerar préxi-
mas a las estacionarias (el caso de una no estacionaridad débil), se
puede limitarse a una realizacién lo suficientemente larga.

Pero si la longitud de las realizaciones anotadas es comparable
con el intervalo de correlacién de la funcién aleatoria, por ejemplo,
si todas las realizaciones anotadas representan curvas suaves, enton-
ces es en principio imposible hallar las estimaciones convenientes
de las esperanzas matemadticas y las funciones correlativas y corre-
lativas reciprocas sirviéndose del método de alisado de las realiza-
ciones. En semejantes casos el tinico procedimiento posible de deter-
minacién de las estimaciones de las esperanzas matemdticas y de
las funciones correlativas y correlativas reciprocas consiste en tomar
un nimero suficientemente grande de realizaciones (del orden de
100) y, examinando los valores de las funciones aleatorias para dife-
rentes valores del argumento como magnitudes aleatorias, emplear
lag férmulas del § 8.2 para el calculo de las estimaciones de sus espe-
ranzas matemaéaticas, dispersiones ¥y momentos de correlacion. Este
procedimiento es, desde luego, absolutamente general y puede ser
utilizado en todos los casos. Sin embargo, siempre exige un gran
nimero de realizaciones para obtener una precisién satisfactoria
de las estimaciones de las esperanzas matemdticas y funciones corre-
lativas. Ademas, si la longitud de las realizaciones anotadas es gran-
de en comparacién con el intervalo de correlacidén, este procedimiento
no es racional puesto que no utiliza toda la informacién comprendida
en los resultados de los experimentos. Por eso, si el intervalo de
correlacion de la funcién aleatoria es pequefio en comparacién con
la longitud de las realizaciones obtenidas como resultado de las
pruebas, para la determinacién de las esperanzas matemaiticas y de
las funciones correlativas se recomienda emplear el método expuesto
méas arriba de alisado de una o varias realizaciones.

21



Suplemenlos

1. Algunas integrales delerminadas
Al dedurir ciertas férmulas de la Teoria de las Probabilidades hay que
aplicar la férmula
o0 L] nt
n—heR . Vi T
j ¢ gt =—F—e"" . (1

—oa

valida para cualquier valor real de & = 0 ¥ para cualquier v complejo. En par-
tieular, cuando 1 = ¢, In férmula (1) toma la forma

{emmta v, @
Para deducir la férmula (1), pongamos
Imy= S Ntk gy, (3)
—co

Derivando esta {drmula con respecto al pardmetro n e integrando por partes,
obtendremos

.f'_‘:"nlt j tai=hm2 gy Hﬁ_}li [ Nt gm0

L] ol
= ....2%. b= ‘?"‘r R Eﬂﬁ M= IE gy % S ent— ot g,
o bien
I my=—gig T(0). @

Esta férmula puede ser considerada como la ecuacién diferoncial que determina
la inteﬁral T (n). Para determinar por completo la integral I (v), ahora es sufi-
ciente hallar su valor para un valor cualquiera de . Lo més sencillo es calcular
el valor de esta integral para m = 0, es decir, la integral (2):

10y = S e—hatzgy (5)
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Puesto que esta integral no depende de eémo estd desigusla la variable de
integracion, se puede escribir también ]

o
1(0)= j o= gy ®
Multiplicande miembro a miembro las férmulas (5) y {6}, obtendremos

o o

i) = 5 e~ @ S e~ 1% gg
- O
o0

o o | oo k
= 5 { S o—han ds} Mgy Sll 5 o (Fath® gy,
-0 e -0 —co

De este modo, hemes reducido el problema al cdleulo de la integral doble.
Esta integral se calenla ficilmente en las coordenndas polares. Poniendo

ht = reos g, hs = r sen g

v t;rmpanrl(} en consideracién que ¢l jacobiano de esta transformacién es ignal
a rihd

g i L eosg Lseng
o dr dr - h h .
73 as | T r -ﬁ'
o il —gSeng --cosg
ohtendremos
2n o0
"g“]}=7:£‘ !; dip i e~ Prdr— —k—::e"’ :=_:;T,

de donde se deduce precisamente la formula (2).
L

La integral de la ecuacidn {4), igual a 7

para 1 == 0, se expresa por la
formula

5 S
1= YE

Fsto es fécil comprobar por la sustitucién directa. Asi, pues, la férmula (1)
queda demostrada,
De (1) se deducen facilmente las férmulas

j PRl g0 (k=1,2, ...), m

—oo

- (2 — 1311
j £2he Mgd‘=*'.m;}r V= (k=1 2, ...) (8
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Para deducir estas férmulas, derivemos la formula (8) con respecto al para-
metro 7. Como resultado obtendremos

Imm)= 5 preM= gy (rmq, 2, 100)
Poniendo agui y = 0, tendremos
It ()= S re™M2 g (rmq, 2, ). 9)
—

Asf pues, todas las integrales que nos interesan son los valores de derivadas de
la integral [/ rj) para 1 = 0. La primera derivada de la integral  (n) se deter-

mina por la formula (4). Para determinar las derivadas de érdenes superiores
de la integral 7 (n), derivamos la férmula (4). Entonces ohtendremos
” 1 n
I (W) =g T (1) + g ' (m) (0)
¥ en general
1 () == T 103 (o) gl T . 1)

Para demostrar esta férmula, es suficiente utilizar el método de induccién
matematica. Suponiendo que esta fgrmula es vélida para cierto valor de r,
dg:;oatremus que es valida también para r -+ 1. Derivando la férmuala (11),
obtenemos

I ()=

1 1
rz!s‘* i1 () + gz 77D m).;.z%fm (m:ﬂ% =1 (11)_1..5.:7‘ Im ()

lo que era necesario demostrar. Asi pues, puesto que la férmula (11) es vélida
para r =2 [la férmula (10)}, ésta es valida para cualquier r.
Suponiendo en (11) que % = 0, obtendremos

r—1

2R

Pero de (4) se deriva que /' (0) = 0. Por consiguiente, los valores de todas las
derivadas de drdenes impares de la integral 7 (v) para n = 0 son iguales a ceru,
lo que demuestra la férmula (7). Ademas, esta f6rmula estd clara sin demostra-
cién, puesto que la integral de una funcién impar en limites simétricos siempre
es igusal a cero.

Poniendo en (12) sucesivamente r = 2, 4, 6, ..., 2k obtendremos

P O=g510, 1V @=r 1),

I Q) =" T2 (0), (12)

2k—3
2R
T2k (0)=2{;.k’;1 k=) (0),

J3R=2 () = Tezh-9 (0},

Multiplicando todas estns igualdades entre si y efectuando las simplificaciones
correspondiontes, obtendremos

3.5... (2k—1}

7am (0)= 1. SETER I(0).
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Sustituyendo ar.}ui la expresién (2) de la magnitud { (0}, obtendremos precisa-
mente la frmula (8). )

: llgado que la funcifn subintegral en (8) es par, de (8) se deduce una férmu-
la més:

o 2k —1 o
§x“e o g = ZEEDEVE k=120 (13)
Para la integral andloga con potencias impares tiene lugar la férmula
R k1
§ gt g E g2, L), (14)
Para deducir esta f6rmula, observemos que para cualquier o =0
jte"“’ d:=%1. (@ > 0). (15)
i

En efecto,
otz d [ougad ™o 4
i‘a ‘ﬂ"zj‘ d“_ﬁ —alo 2a°’

Derivando la férmula (15) con respectn al parimetro, obtendremos

v 1 1.2
R P . Ge—ld g 2"
_513;, dt = S Ste % dt = 5
il il
v — 1}
ph-rg—att gy — 1M
Sr e At PETa
]

Poniendo agui e« = h®, obtendremos precisamente la férmula (14).

Con ayu(hn de las f6rmulas (1) y {2) se puede calcular algunas otras integra-
les determinadas que tenemos gque aplicar en este libro.

Demostremos que para cualquier valor real de T y para enalquier o positivo

o :
FULT
( S X el (16
o pt oz
—tn
Para deducir esta férmula, observemos gque para cualesquiera p y @ reales

o0
1 o
ot £ pis § i i (o

En virtud de esta farmula la integral en (18) puede ser sustituida por la inte-
gral doble:

o e oo
S __—:2+‘:L"; = 5 entgy | @b g,

— oo -0

a3
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Gambiando el orden de integracion, obtendremos

5o .
) wpgr={ eera § amoneg, (1)
— ' 0 —ma
I'ero conforme a la férmula (1)
oo L= T
J Pyl
-

Sustituyendo estn cxpresién en (18), tendremos

o int oo s T2

e el - e 7 d:
j e j e B
SNBESE g Vs

Aumentando el exponenste hasta gne se obtenga el cuadeado completo, obien-

dremaos

-~ iut o d
Akl "L - SerT TR W g9, 1/n LTl ) dr

Swaﬂﬁ-uz Ve é”‘p e -Vzgvg"ﬂ e

= Vi et Soexp {—-(uc VE—;U_l-/'—;)a} _I‘Z T

Hagamos shora la sustitucién de las variables

t=a Vi--LIL (20)

Al variar 1/7 desde 0 hasta oo, ln variable ¢ cambia mondtonamente desde — oo

liasta eo. Pur lo tanto. la ecuacian (20) tienc

¢ una sola solueién positiva con respecto a ]_/z_(trn

la figura dada se muestra ¢ en funcién de V/z). Esta
solucién se determina por la formula

Vi= (4 VETIIR).-

G ! De aqui hallamos
dz dt

t
= E IURSN. S— (21)
Fig. 8.1. 2Vz ( VETtoz| | )
Sustituyendo las expresiones (20) y (21) en (19) y teniendo en cuenta que £ = —co
paraz = ( y t = oo para z = oo, tendremos
j e“‘l-l;{p V= et 5 e'_r“(
oL

CEETT
—oo

t
T s WY
1+-|/£ +?a|‘r{) *

De aquf, tomando en consideracién que la integral de una funcién impar en
limites simétricos es igual a cern y aplicando la f6rmula (2) para & = 1, oh-
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tendremos

j "s du='|/rf- e~ 1Tl 5 g el
a? 4 p* a o
- —n
que es lo que demuestra a la [frmula (16). - ;
Dla la férmula (16), derivando con respecta al pardmetro v, se obtiene la
férmula

T uethTap _{ine'“"l para 1> 0. 22)

T T
af —ine~®! %) para 1 <0,
En virtud de Ia f6rmula conocida de Euler, la férmula (16) puede ser escrita
en la forma
)
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De aguf, teniendo en cuenta que en limites simétricos la integral de una funcién

impar es igual a cero y la integral de una funcién par es igual s la ivlegral
doplicada de 0 a oo, obtendremos

cosp.'ra‘g_l -] Y
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2. Tabla de los valores de la funcién de Laplace

[,

P | =
D (u) VEH g e iz
) [ ]
@u) | u Duy | u @ (u) u @ (u)
I

0,00 | 0,0000 || 0,36 | 0,4406 | 0,72 | 0,2642 | 1,08 | 0,354
0,01 | 0,0040 | 0,27 | 0,1443 || 0,73 | 0,2673 | 1,09 | 0,362t
0,02 | 0,008 | 0,38) 0,4480 | 0,74 ) 0,2703 | 1,10 | 0,3843
0,03 a,1M20 0,39 | 0,1547 0,75 | 0,2734 1,11 00,3685
0,045 | 0,0180 | 0,40 | 0,1554 | 0,76 | 0,2764 | 1,12 | 0,3688
10,05 1 o,0009 | 0,40 | 0,1591 || 0,77 | 0,2794 | 1,43 | 0,3708
0,06 | 0,0230 | 0,42 0,1628 | 0,78 | 0,2823 | 1,14 | 0,3729
10,07 | 0,0279 || 0,43 | 0,4684 || 0,79 | 0,2852 | 1,15 | 0,3749
0,08 0,0319 0,44 | 01700 0,80 | 0,2881 1,18 0,3770
0,00 | 0,0359 || 0,45 | 0,1736 | 0,81 | ©,2910 | 4,17 | 0,3790
0,40 | 0,0398 | 0,46 | 0,4772 || 0,82 | 0,2939 | 1,18 | 0,3810
10,44 | 0,0438 | 0,47 | 0,1808 || 0,83 | 0,2067 | 1,19 | 05,3830
0,12 | 0,0478 || 0,48 | 0,1844 | 0,84 ) 0,2005 § 1,20 | 0,3840
0,13 | 0,0517 || 0,49 ] 0,1879 || 0,85 | 0,3023 | 1,24 | 0,3869
0,14 | 0,0557 || 0,50 | 0,4915 || 0,86 | 0,3051 | 1,22 | 0,3888
10,45 | 0,056 | 0,51 | 0,1950 || 0,87 | 0,3078 | 1,23 | ©,3907
0,16 | 0,0636 | 0,52 | 0,1985 || 0,88 | 0,3106 | 1,24 | 0,3925
0,17 | 0,0675 | 0,53 | 0,2019 || 0,80 | 0,333 | 1,25 | 0,3%44
0,18 | 0,0714 | 0,54 | 0,2054 || 0,80 0,3159 || 1,26 | 0,3982
0,19 0,0753 0,35 { 0,2088 a,H 0,3186 1,27 | 0,3980
0,20 10,0793 0,56 | 0,2123 921 0,3212 || 1,28 | 0,3997
0,214 0,0832 0,57 | 0,2157 0,83 | 0,3238 (1,29 | 0,405
10,22 | 0,0871 { 0,58 | 0,2190 | 0,94 | 0,3264 | 1,30 | 0,4032
40,23 | 0,000 | 0,59 | 0,2224 || 0,95 | 0,3289 § 1,31 | 0,4049
40,24 | 0,0048 | 0,60 0,2257 | 0,96 | 0,335 | 1,32 | 0,4086
0,25 | 0,0987 | 0,61 | 0,2204 || 0,97 | 0,3340 [ 1,33 | 0,4082
| 0,28 | 0,028 | 0,62 | 0,2324 | 0,88 | 0,3365 || 1,34 [ 0,4000
10,27 | 0,064 | 0,63 0,2357 || 0,99 | 0,3389 || 1,35 | 0,4115
10,28 | 0,103 || 0,64 | 0,2389 | 1,00 | 0,3413 || 1,36 | 0,413
§0,29 | 04141 | 0,65 | 0,2422 | 1,01 | 0,3437 | 1,87 | 0,4147
0,30 | 0,1479 | 0,66 | 0,2454 | 1,02 ] 0,3461 | 1,38 | 0,4162
0,81 | 04247 | 0,67 | 0,2486 || 1,03 | 0,3485 | 1,39 [ 0,4177
0,32 | 0,1255 | 0,68 | 0,2517 || 1,04 | 0,3508 | 1,40 | 0,4192
10,33 ) 0,208 | 0,60 | 0,2549 | 1,05 | 0,3331 | 1,41 | 0,4207
10,3 | 0,4334 | 0,70 | 0,2580 | 1,06 | 0,3554 | 1,42 | 0,4222
10,35 | 0,4368 | 0,71 | 0,261 || 1,07 | 0,3577 | 1,43 | 0,4236
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@ @ (u) u @ {u) n D (n) © O (u)
1,44 | 0,425¢ | 1,73 ) 0,4582 [ 2,04 | 0,4793 | 2,60 |0,4953
1,45 | 0,4265 | 1,74 | 0,4591 | 2,06 | 0,4803 | 2,62 |0,4956
1,468 | 0,4279 || 1,75 { 0,4509 || 2,08 | 0,4812 | 2,64 |0,4050
1.47 | 0,4202 | 1,76 | 0,4608 [ 2,40 | 0,4821 || 2,66 |0,4961
1,48 | 0,4306 | 1,77 | 90,4616 || 2,12 | 0,4830 | 2,68 |0,4963
1,49 | 0,4319 || 1,78 | 0,4625 || 2,14 | 0,4838 | 2,70 | 0,4965
1,50 { 0,4332 || 1,79 [ 0,4633 || 2,46 | 0,4846 | 2,72

1,50 | 0,4345 | 1,80 | 0,441 [{ 2,18 [ 0,4854 | 2,74 |

1,52 | 0,4357 || 1,81 | 0,449 || 2,20 | 0,4861" ] 2,7
1,53 | 0,4370 || 1,82 | 0,4656 || 2,22 | 0,4888 | 2,78

£,54 | 0,4382 | 1,83 | 0,4664 | 2,24 | 0,4875 | 2,80

1,55 | 0,4394 | 1,84 | 0,4671 || 2,26 | 0,4881 |} 2,82

1,56 | 0,4406 | 1,85 | 0,4678 || 2,28 | 0,4887 | 2,84

1,57 | 0,4418 | 1,86 | 0,468 || 2,30 | 0,4893 | 2,88

1,58 | 0,4420 || 1,87 | 0,4693 | 2,32 | 0,4808 | 2,88

1,50 | 0,4441 || 1,88 | 0,4699 | 2,34 | 0,4004 | 2,90

1,60 | 0,4452 || 1,89 | 0,4706 | 2,36 | 0,4909 | 2,92 |0,4982
1,61 | 0,4463 | 1,90 | 0,4713 || 2,38 | 0,4913 || 2,94 |0,4084
1,62 | 0,4474 | 1,91 { 0,4719 | 2,40 | 0,4948 | 2,86 |0,4985
1,63 | 0,4484 | 1,92 | 0,4726 | 2,42 | 0,4922 | 2,98 |0,4986
1,64 | 0,4495 | 1,93 | 0,4732 | 2,44 | 0,4927 } 8,00 | 0,49865
1,65 | 0,4505 | 1,04 | 0,4738 | 2,46 | 0,4931 | 3,20 [0,49931
1,06 | 0,4545 Y 1,95 | 0,4744 | 2,48 | 0,4934 | 3,40 | 0,49966
1,67 | 0,4525 | 1,06 | 0,4750 | 2,50 | 0,4938 { 3,60 |0,499841
1,68 | 0,4535 | 1,97 | 0,4756 | 2,52 | 0,4941 | 3,80 {0,499928
1,69 | 0,4545 | 1,98 | 0,4761 | 2,54 | 0,4945 | 4,00 |0,499968
1,70 | 0,4554 | 1,89 | 0,4767 | 2,56 | 0,4948 | 4,50 |0,499997
1,71 | 0,4564 || 2,00 [ 0,4772 | 2,58 | 0,4951 | 5,00 | 0,49999997
1,72 | 0,4573 ' 2,02 | 0,4783




A nuestros lectores:

«MIR» edita libros soviéticos traducidos al espa-
fiol, inglés, francés y drabe. Entre ellos figuran las
mejores obras de las distintas vamas de la ciencia ¥
la técnica; manuales para los centroz de ensefianza
superior y escuelas tecnolfgicas; literatura Sobre cien-
cias naturales y médicas, También se incluyen mono-
gralias, libros de divulgacién cientifica y ciemeia fic-
cidn,

Dirijan sus opiniones a Editorial «MIBs, 1 Rizh-
ski per. 2, Mosca GSP 1-110 129820, URBS.



Libros que serdn publicados por la Editorial «Mir»
en 1973

GUELFAND 1., GLAGOLEVA E., KIRILOV A
METODO DE COORDENADAS

Es un libro de lsrail Guelfand, doctor en ciencias fisico-
matemiticas y profesor de la Universidad de Moscd, de Alejanidro
Kirilov, candidato a_doctor en ciencias fisico-matemdticas -y de
Elena Glagéleva, colaboradora cientifica. Es el primero de la.
serie de matematicas: «Biblioteca dela escuela fisico-niatemiticas:

En esta obra se describe &l método-dé las coordenadas; es depir,
el procedimiento para determinar la posicién de un punto o cuerpa
con ayuda de cifras o de otres simbolos.

De un modo ingenioso y comprensible, a la ver que rigurosa-
mente cientifico, se trata de las cocrdenadas de un punto sobre una
recta, sobre un Elano, en el espacio; del espacio cuadridimensional,
del cubo cnadridimensional y de otras cuestiones de interés relacio-
nadas con Ia matematica moderna.

En cada una de las partes del libre so dan tareas y proguntas
a resolver por el lector. Es un libro de matematicas para lag esco-
laros del tercer afic de las escuclas especiales de matemdticas y no
exige conocimientos especialea que no estén incluidos en el pro-
grama escolar,

Todo el que se interese en las mateméaticas, leerd sste libro con
satisfaccion.




ROZANOV Y.
PROCESOS ALEATORIOS

En el libro de Yu. Rézanov, doctor en ciencias fisicomatemii-
ticas, se estudian la teoria de las probabilidades y los procesos
aleatorios. En el mismo se exponen las nociones fundamentales y
los métodos de la teoria de las probabilidades moderna, en mode-
los sencillos se analizan las propiedades mas caracteristicas de los
procesos aleatorios de distintos tipos, se examinan los problemas
teéricos de las probabilidades que son motivo de cierto interés
para diferontes lines,

Durante la exposicién del material se emplean, generalmente,
«métodos directos de las probabilidadess, lo cual contribuye al
desarrolle do la intuicién sobre este particular, de mucha impor-
tancia en la resolucion de los problemas tedricos de este tipo. Gra-
cias a ésto, el libro do Yu, Rézanov se destaca entre otros manua-
les por la teoria do los procesos aleatorios. Ademds, los primeros
capitulos del libro contienen las nociones indispensables de la
tenria de las probabilidades, por eso no se exige de los lectores un
conocimicento previo de otros manuales ni una preparacién mate-
mética general.

Es indudable que este libro estd destinade a aguellos que por
vez primera cstudian la teoria de las probabilidades y los procesos
aleatorios. Sin lugar a dudas, serd acogido con gram interés por
los especialistas, sobre todo, por los profesores de estas discipli-
nas en los centros de ensefanza téenica superior,

Ante todo, este libro se recomienda a los estudiantes de las
especialidades fisicomatematicas y técnicas de los centros de ense-
jianzn superior, asi como a los especialistas que se interesan por
la aplicacion de la teoria de los procesos aleatorios.



I. SUVOROV
MATEMATICAS SUPERIORES

Este libro se debe al doctor en ciencias: fisicomatematicas.
10ROFEI SUVOROV. Esta obra comprende el estudio.de las sigunien~
tes partes do las mateméticas superiores: geometria analitica,
en el plano y en el espacio, cdlculo diferencial e integral, con-
ceptos fundamentales del andlisis matematico, series, ‘conceptos
sobre lincas planas y alabeadas, diferenciacién e integracicm
de funciones de varios argumoentos y ecuaciones diferenciales.
Aqui también se incluyen problemas y cjemplos con sus resolncio-
nes y algunas indicaciones de tipe metddico. El libro estd ilus-
trado con esquemas geométricos que facilitan la comprension del
material y aclaran los métodos para la solucién de los problemas.
Es libre de texto Ipara los centros de ensefianza técnica smperior
y media. Su principal mérito es la_forma clara y concisa en gue
se expone el material. En ruso se han publicade cinco ediciones
de este libro.




En 1974 La Editorial «Mir» Publicara:
F'L\-]UB.\{:‘\N V.

LA TEOHKIA DE LAS PROBABILIDADES
Y LA ESTADISTICA MATEMATICA

Jiste tratado ha side escrito de conformidad con el nuevo
curso de la teoria de las probabilidades y de la estadistica mate-
mitica. El material de esta obra se presenta en tres f)artes funda-
mentales: las dos primeras se dedican a la teoria de las probabili-
dades y la diltima, a la estadistica matematica. En este manual se
estudian los temas sipuientes: probabilidad de las hipdtesis;
formulas de Bayes; distribucién de Poisson; nociones de estadis-
tica malemitica v nocién de correlacién.,

La cunarta edicién de eate libro contiene algunos capitulos
nueves: distribucién exponencial, verificacion de las hipdtesis
estadisticas v andlisis dispersional uniforme.

En el ]i{rn se presta gran atencidn a los métodos estadisti-
cus de elaboracién de los datos experimentales, las tablas que
se oxponen para los cdlculos son muy cémodas. Cada capitulo con-
tiene problemas y sus respuestas que han sido clegides adecuada-
mente. Ademds, todo capitule va acompafiado de andlisis de las
soluciones de los problemas del material correspondienle.

Esta obra contiene 17 capitules, varias tablas de numeros,
22 figuras v un gran ndmere de ejemplos tedricos y téenicos, se
recomienda para los estudiantes de las facultades ingeniero-
técnicas y econdmicas.



	INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE LAS PROBABILIDADES (1).pdf
	INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE LAS PROBABILIDADES (2).pdf

